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1.4.7 Oṕerateur adjoint et HERMITICIT́E . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4.8 Th́eor̀emes sur l’hermiticit́e : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.4.9 Fonctions propres et valeurs propres d’un opérateur : . . . . . . . . 23
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4.3 Atomes polýelectroniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .95
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5.3.1 Caśecole : combinaisons lińeaires de 2 OA . . . . . . . . . . . . .124
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Chapitre 1

PRINCIPES GÉNÉRAUX

1.1 État quantique

Les principes ǵeńeraux de la ḿecanique quantique s’énoncent sous la forme de cinq postu-
lats. Le premier postulat définit la notion d’́etat quantique. Cette notion vient remplacer le
concept d’́etat classique d́efini par la donńee des positions et vitesses des particules consti-
tuant un syst̀eme. Le second postulat définit l’ évolution temporelle d’uńetat quantique en
nous donnant l’́equation de mouvement quantique, appeléeéquation de Schrödinger ; cette
équation joue le m̂eme r̂ole que l’́equation de Newton en ḿecanique classique.

1.1.1 Postulat 1 :État quantique

Énoncé

L’ état d’un syst̀eme qui, classiquement est spécifié par les coordonńees
(q1, q2, . . .), est compl̀etement d́ecrit par une fonctionΨ(q1, q2, . . . , t), dite fonction d’ état
ou fonction d’onde, dont le module au carré donne la densité de probabilit́e de trouver
instantańement le syst̀eme dans la configuration(q1, q2, . . .) au temps t.

P (q1, q2, . . . , t) =| Ψ(q1, q2, . . . , t) |2 dq1dq2 . . . .dqN (1.1)

En corollaire, on doit avoir :

∫
| Ψ |2 dV = 1 (1.2)

En d’autres termesΨ doit êtrenormée. Par conśequentΨ doit êtrede carré sommable.

1



CHAPITRE 1. PRINCIPES GÉNÉRAUX 2

Notons que m̂eme norḿee,Ψ est d́etermińee à un facteur de phase1 près. De plus, on
demandèaΨ d’êtrediff érentiable et finiepartout.

Exemples

1. L’atome d’hydrog̀ene est constitúe de deux particules : uńelectron, de masseme,
et de vecteur de position~re, et un noyau, le proton, de masseMH , et de vecteur de
position ~RN .
Un état de l’atome serait d́ecrit par une fonction de carré sommable de ces deux
vecteurs de position, typiquement de la forme

Ψ(~re, ~RN , t)

2. Les mouvements de translation d’une molécule diatomiqueAB dans la direction des
x sont d́ecrits par une fonction d’état de la forme

Ψ(X, t)

où X est la composante selonx du vecteur de position du centre de masse de la
moĺecule :

X =
mAXA +mBXB

mA +mB

3. Un gaz deN0 moĺecules diatomiquesAB est d́ecrit par 3N0 degŕes de libert́e de
translation, lesN0 vecteurs de position~Rk, k = 1, 2, ..., N0 des centres de masse
desN0 moĺecules.
Pour d́ecrire les mouvements de translation de ces molécules, il faudrait donc utiliser
une fonction de carŕe sommable de ces vecteurs de position~Rk, de la forme

Ψ({~R1, ~R2, ..., ~RN0}, t)

4. Les mouvements de vibration d’une molécule diatomiqueAB sont d́ecrits, en ḿecanique
classique, par les variations de l’élongationx = R − Re, oú R est la longueur de
liaison instantańee de la moĺecule,Re, sa valeur au repos.
En ḿecanique quantique, on décrirait donc ces mouvements par une fonction d’état
de la forme

Ψ(x, t)

et qui est de carŕe sommable enx.

1Un facteur de phase est un facteur complexe constant de module unitaire. On peut l’écrireeiδ, où δ est
un angle quelconque, appeléphase
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1.1.2 Postulat 2 :Évolution temporelle d’un état quantique

Équation de Schr̈odinger

Si le syst̀eme n’est pas perturbé, l’évolution de sońetat est gouverńee par l’́equation de
Schr̈odinger d́ependante du temps

ih̄
∂Ψ

∂t
= ĤΨ h̄ =

h

2π
(1.3)

où Ĥ est l’oṕerateur suivant, appeléHamiltonien du syst̀eme :

Ĥ ≡
N∑

k=1

(
− h̄2

2mk

)
∂ 2

∂q 2
k

+ V (q1, q2, . . . , t) (1.4)

Exemples

1. Pour l’atome d’hydrog̀ene (exemple 1 ci-haut)

Ĥ =

(
− h̄2

2me

)
∇2

e +

(
− h̄2

2me

)
∇2

N −
e2

4πε0|~re − ~RN |

∇2
i =

(
∂2

∂x2
i

+
∂2

∂y2
i

+
∂2

∂z2
i

)

2. L’Hamiltonien d́ecrivant les mouvements de translation le long dex d’une moĺecule
AB (exemple 2 ci-haut) est simplement

Ĥ =

(
− h̄2

2m

)
∂2

∂X2
, m = mA +mB

car un mouvement de translation (uniforme) en est un qui se produit en l’absence de
force, c’est-̀a-dire que le potentielV est constant. On peut le poserégalà źero.

3. L’Hamiltonien d́ecrivant les3N0 degŕes de libert́e de translation d’une mole de gaz
diatomiqueAB (de massem) est

Ĥ =
N0∑
k=1

(
− h̄2

2m

)
∇2

k.
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4. Dans le mod̀ele de l’oscillateur harmonique, on décrit les mouvements de vibration
d’une moĺecule diatomiqueAB (exemple 3 ci-haut) par

Ĥ =

(
− h̄

2

2µ

)
∂2

∂x2
+

1

2
µω2x2

où µ est la masse ŕeduite de la moĺecule,ω est sa fŕequence vibrationelle.

Remarque :
On note que l’́equation de Schrödinger (1.3) est du premier ordre par rapport au temps :
en d́epit d’une ancienne terminologie, ce n’est pas uneéquation d’onde. Elle d́ecrit un
développement temporel déterministe de l’́etat quantique : si la fonction d’état, Ψ, est
connue au tempst0, alors elle est d́etermińee de façon non-ambiguë à tout temps ult́erieur,
t > t0. Que la fonction d’́etat,Ψ, elle m̂eme admet une interprétation probabiliste (selon le
postulat 1) n’implique aucunement que la mécanique quantique soit non-déterministe.

États stationnaires

Dans le cas òu le potentielV (q1, q2, . . .) est indépendant du temps, correspondant̀a un
syst̀eme conservatifen ḿecanique classique, il existe un ensemble de solutions parti-
culièresà l’équation de Schrödinger (1.3) qui sont de la forme

Ψk(q1, q2, . . . , t) = exp
{(
− i
h̄

)
Ekt

}
ψk(q1, q2, . . .) (1.5)

avecψk(q1, q2, . . .) indépendante du tempset satisfaisant

Ĥψk(q1, q2, . . .) = Ekψk(q1, q2, . . .) (1.6)

c.à.d.ψk(q1, q2, . . .) est unefonction propre de l’HamiltonienĤ avecvaleur propre Ek.
Ces solutions particulières d́ecrivent deśetats sṕeciaux appeĺesétats stationnaires. L’ équation
aux valeurs propres (1.6) est souvent appeléeéquation de Schr̈odinger indépendante du
temps. Elle d́efinit lesétats stationnaires et n’a un sens que si le système est conservatif.
Toujours dans le cas d’un système conservatif, uńetat quelconque, décrit par une solution
géńeraleΨgen de l’équation de Schrödinger (1.3), peut̂etre d́evelopṕe en termes deśetats
stationnairesψk, selon

Ψgen(q1, q2, . . . , t) =
∑
k

ck exp
{(
− i
h̄

)
Ekt

}
ψk(q1, q2, . . .) (1.7)
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Les coefficientsck dans ce d́eveloppement sont indépendants du temps et sont détermińes
de façon non-́equivoque par l’́etat initial. On montre que (voir problème 4)

ck =
∫
dV ψk(q1, q2, . . .)

∗Ψgen(q1, q2, . . . , 0). (1.8)

C’est surtout l’́equation de Schrödinger ind́ependante du temps, (1.6), qui concerne la chi-
mie quantique : on cherche en effetà obtenir les fonctions d’onde décrivant leśetats sta-
tionnaires, et surtout l’état de plus basséenergie,l’ état fondamental, des atomes et des
molécules. Les transitions observées en spectroscopie s’effectuent entre cesétats station-
naires ; leur d́etermination est donc un prérequis pour l’́etude de la spectroscopie. Cepen-
dant il faut bien se rappeler que c’estl’ équation de Schr̈odinger dépendante du temps,
(1.3), qui est l’́equation fondamentale de la mécanique quantique : elle joue le même r̂ole
que l’équation de Newton en ḿecanique classique, soit celui d’uneéquation de mouve-
ment.

Exemples

1. Les fonctions
Ψ1(X, t) = Ce−iE1t/h̄ sin (πX/L)

et
Ψ2(X, t) = Ce−iE2t/h̄ sin (2πX/L),

avecE1 = h2/8mL2, E2 = 4E1, (C =
√

2/L est une constante de normalisation),
sont fonctions propres de l’Hamiltonien

Ĥ = (−h̄2/2m)(∂2/∂X2)

décrivant le mouvement unidimensionel de translation d’une particule de massem
dans l’intervalleX ∈ [0, L] (mod̀ele de la particule dans une boı̂te, voir ch. 2). Elles
satisfont

ĤΨ1(X, t) = E1Ψ1(X, t) = ih̄
∂Ψ1(X, t)

∂t

ĤΨ2(X, t) = E2Ψ2(x, t) = ih̄
∂Ψ2(X, t)

∂t
et d́ecrivent deśetats stationnaires.
Par contre

Ψ(X, t) =
1√
2
{Ψ1(X, t) + Ψ2(X, t)}

satisfait bien

ih̄
∂Ψ(X, t)

∂t
= ĤΨ(X, t)
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mais n’est pas une fonction propre dêH :

ĤΨ(X, t) 6= Const.Ψ(X, t)

Cette fonction ne d́ecrit pas unétat stationnaire de ce système. On l’appelléetat
non-stationnaire oupaquet d’ondesdu syst̀eme.

2. Les fonctionsϕ0(x) = (α/π)1/4e−αx2/2 etϕ1(x) = (4α3/π)1/4xe−αx2/2, avecα =
µω/h̄, sont fonctions propres de l’Hamiltonien

Ĥ = (−h̄2/2m)(∂2/∂x2) + (1/2)µω2x2

d’un oscillateur harmonique 1D de masse réduiteµ et de fŕequenceω.

Ĥϕ0(x) =
h̄ω

2
ϕ0(x)

Ĥϕ1(x) =
3h̄ω

2
ϕ1(x)

Elles correspondent̀a deuxétats stationnairesde l’oscillateur, d́ecrits par

Ψ0(x, t) = e−(i/h̄)(h̄ω/2)tϕ0(x)

Ψ1(x, t) = e−(i/h̄)(3h̄ω/2)tϕ1(x)

Un exemple depaquet d’ondesde ce syst̀eme peut̂etre obtenu en prenant une com-
binaison lińeaire quelconque de ces deux fonctions, par exemple

Ψ(x, t) =
1

2
{Ψ0(x, t) +

√
3Ψ1(x, t)}

On v́erifiera que cette fonction satisfait bien l’équation de Schrödinger d́ependante
du temps, (1.3), mais pas l’équation aux valeurs propres (1.6).

1.2 Propriétés observables

Comment extraire de l’information sur les propriét́es physiques mesurables, encore ap-
peĺees observables,à partir de la fonction d’́etat ? Les postulats 3-5 de la mécanique quan-
tique nous apprennent comment le faire. Ilsénoncent la quantification de ces observables
comme un fait ǵeńeral de la nature au niveau microscopique. Cette quantification s’exprime
math́ematiquement sous la forme d’uneéquation aux valeurs propres pour un opérateur her-
mitien (hermitique) associé à la grandeur physique concernée, postulats 3 et 4. La mesure
de cette grandeur physique sur le système pŕepaŕe dans uńetat quelconque donne une de
ces valeurs quantifíees avec une certaine probabilité. Le postulat 5 nous apprend comment
la calculer.
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1.2.1 Postulat 3 : Propríetés observables et oṕerateurs

Énoncé

A chaque propríet́e physique,O(qk, pk) du syst̀eme correspond un opérateur lińeaire et
hermitienÔ construit selon la r̀egle de correspondance suivante :

– coordonnées

qk → q̂k (1.9)

– impulsions conjugúees (quantit́es de mouvement)

pk → p̂k ≡
h̄

i

∂

∂qk
(1.10)

Note : Comme l’oṕerateur de position̂qk est multiplicatif (multiplication parqk), on l’écrit
souvent sans l’accent circonflexe, confondant l’opérateur̂qk avec la variableqk.
Les oṕerateursq̂k et p̂k ne sont pas commutatifs. En fait, ils obéissentà la relation de
commutation suivante

[q̂k, p̂l] = q̂kp̂l − p̂lq̂k = ih̄δkl (1.11)

où δkl, le symbole deKronecker, vaut0 si k 6= l et1 dans le cas contraire.
L’opérateur,Ĝ, assocíe à une grandeur physiqueG, s’obtient en substituant dans l’expres-
sion classique,G(p,q, t), de la grandeur les coordonnéesq ≡ {q1, q2, . . .} et les impulsions
p ≡ {p1, p2, . . .} par les oṕerateurs hermitiens correspondants. On prendra soin de rendre
symétrique l’expression obtenu pour assurer queĜ soit bien hermitien.

Exemples

i. l’Hamiltonien Ĥ, (1.4), est l’oṕerateur assocíe à la propriét́e ” énergie”

E(pk, qk) =
∑ p2

k

2mk

+ V (qk, t) (1.12)

En effet, l’oṕerateur assocíe àE est

Ê =
∑ p̂2

k

2mk

+ V (qk, t)

On v́erifie aiśement que ceci est hermitique, vue l’hermiticité des oṕerateursq̂k et p̂k.
Or
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p̂2
k =

(
h̄

i

∂

∂qk

)2

= −h̄2 ∂
2

∂q2
k

ce qui implique

Ê =
∑(

−h̄2

2mk

)
∂2

∂q2
k

+ V (qk, t) = Ĥ

ii. Pour une particule se mouvant dans l’espace tridimensionnelle :

l’opérateur assocíe à la grandeurxpx est

xp̂x + p̂xx

et non

xp̂x

car les deux oṕerateurs hermitiensx et p̂x n’étant pas commutatifs, le produitxp̂x

n’est pas hermitien.

iii. L’opérateur assocíe à la troisième composante du vecteur moment cinétique~L de
l’ électron dans l’atome d’hydrogène :

~L ≡ ~r × ~p, Lz ≡ xpy − pxy,

est simplement

L̂z = xp̂y − p̂xy

car [x, p̂y] = 0 et [p̂x, y] = 0 ; les deux produitsxp̂y et p̂xy sont donc hermitiens,
ainsi que leur somme ou différence.

1.2.2 Postulat 4 : Mesure d’une propríeté

Énoncé

Soit O, une grandeur physique. La mesure deO donne toujours une valeur propre de
l’opérateur hermitien associé, Ô. En d’autres termes,les seules valeurs observables de
la propri étéO sont les valeurs propres de l’oṕerateur Ô.
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C’est à cause de ce postulat qu’il est important de s’assurer que toute propriét́e physique
soit repŕesent́ee par un oṕerateur hermitien. En effet, l’hermiticité deÔ assure que ses
valeurs propresok sontréelles.

Exemples

1. Les valeurs propres de l’Hamiltonien

Ĥ =

(
− h̄

2

2µ

)
∂2

∂x2
+

1

2
µω2x2

de l’oscillateur harmonique 1D sont (voir ch. 2)

Ev = (v +
1

2
)h̄ω

L’ énergie de l’oscillateur ne peut donc prendre d’autres valeurs que celles données
par cette relation.

2. On verra, au chapitre 3, que les valeurs propres de l’opérateurLz = xp̂y − p̂xy sont

(Lz)m = mh̄, m = 0,±1,±2, ....(m ∈ Z)

Toute tentative de mesure de la 3e composante du vecteur moment cinétique de
l’ électron dans l’atome d’hydrogène produira donc une valeur qui est un multiple
entier (positif ou ńegatif) deh̄. On notera en passant quēh est une unit́e commode
de moment angulaire.

1.2.3 Postulat 5 : Moyenne d’une propríeté physique

Énoncé

Premierénonće
La valeur moyenne d’une propriét́e physiqueO, quand le système se trouve dans l’état
décrit parΨ, est donńee par

< O >=

∫
Ψ∗ÔΨdV∫
Ψ∗ΨdV

≡ < Ψ|Ô|Ψ >

< Ψ|Ψ >
(1.13)

ou, plus simplement
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< O >=
∫

Ψ∗ÔΨdV ≡< Ψ|Ô|Ψ > (1.14)

si la fonction d’́etatΨ est bien norḿee, c.̀a.d. si∫
Ψ∗ΨdV ≡< Ψ|Ψ >= 1

Second́enonće
Toujours dans l’hypoth̀ese que la fonction d’étatΨ est norḿee, uneexpressiońequivalente
du postulat 5 est : La probabilit́e de trouver la valeur propreok (de l’opérateur hermitique
Ô), lors d’une mesure de la propriét́e O effectúee au tempst sur le syst̀eme quantique
prépaŕe dans l’́etat d́ecrit parΨ, est donńee par le carŕe du module de la projection de la
fonction d’́etatΨ sur la fonction propreϕk assocíeeà la valeur propreok :

P (ok, t | Ψ) =| 〈ϕk | Ψ〉 |2 (1.15)

où la projection〈ϕk | Ψ〉 est d́efinie par

〈ϕk | Ψ〉 ≡
∫
ϕ∗kΨdV (1.16)

et il était suppośe que les fonctions propresϕk sont orthonorḿees.

Remarque : Notations de Dirac
Les signes≡ dans leśequations (1.16), (1.14), (1.13) préćedentes d́efinissent un mode de
notations appeléesnotations de Dirac. Quoique ce mode reflète une structure algébrique
profonde du formalisme quantique (notion d’espace vectoriel desétats appelé espace de
Hilbert), on ne l’utilisera ici que strictement pour la commodité qu’il apporte au niveau de
l’ écriture de certaineśequations math́ematiques.

Interpr étation

Pour appŕehender ce postulat, il est utile d’imaginer un très grand nombre de répliques
identiques du système, pŕepaŕees toutes dans le mêmeétat initial,Ψ. Selon lepostulat 4, la
mesure deO sur chacune des répliques, produira une valeur deO qui est pŕeciśement une
des valeurs propresok. Cependant̀a priori, on ne peut pas prédire laquelle de ces valeurs
propres sera obtenu lors de la mesure effectuée sur une ŕeplique donńee, et l’ensemble des
résultats rev̂et un caract̀ere statistique. Selon le cas, la distribution statistique des résultats
de mesure deO aura les caractéristiques suivantes
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a. Si Ψ est une fonction propre (elle décrit un état propre) dêO assocíee à la valeur
propreok, c.̀a.d.

Ψ = ϕk

alors des mesures réṕet́ees deO donnentok toujours. Cette valeur serait donc ob-
serv́ee avec certitude.

b. Si Ψ n’est pas une fonction propre dêO alors les mesures réṕet́ees deO donnent
chaque fois une valeur propreok diff érente : La mesure met le système dans l’́etat
propreϕk deÔ assocíe à la valeur propreok observ́ee. Chaque valeur propreok a une
probabilit́e d’être observ́ee qui est donńee par (1.15). La valeur moyenne deO est

< O >=
∑
k

okP (ok, t | Ψ) =
∫

Ψ∗ÔΨdV (1.17)

Exemples

1. Pour l’oscillateur harmonique 1D prépaŕe dans l’́etat non-stationnaire

Ψ(x, t) =
1

2
{Ψ0(x, t)+

√
3Ψ1(x, t)} =

1

2
{e−(i/h̄)(h̄ω/2)tϕ0(x)+

√
3e−(i/h̄)(3h̄ω/2)tϕ0(x)},

la probabilité que la mesure de sonénergie au temps t donne une valeur de3h̄ω/2
est

P (E =
3

2
h̄ω, t) = |

√
3

2
e−(i/h̄)(3h̄ω/2)t|2 =

3

4
;

celle d’obtenirE = 1/2h̄ω est

P (E =
1

2
h̄ω, t) = |

√
1

2
e−(i/h̄)(h̄ω/2)t|2 =

1

4
.

L’ énergie moyenne dans cetétat est donc

< E >t=
(

1

4

)(
1

2
h̄ω
)

+
(

3

4

)(
3

2
h̄ω
)

=
10

8
h̄ω

2. Dans l’état stationnaire

Ψ1(X, t) =

√ 2

L

 e−iE1t/h̄ sin (πX/L)
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de la particule dans une boı̂te 1D, on trouverait avec certitude (probabilité =1) la
valeurE = E1 = h2/8mL2 lors d’une mesure de l’énergie du système.
Notons que l’on peut encoréecrireΨ1(X, t) sous la forme

Ψ1(X, t) =

√ 2

L

 e−iE1t/h̄ sin (πX/L) =
1

i
√

2
e−iE1t/h̄{e

iπX/L

√
L
− e−iπX/L

√
L
}

qui est un d́eveloppement explicite de la fonction en termes de fonctions propres
(normées) dêpX = (h̄/i)d/dx

p̂X

(
e±iπX/L

√
L

)
=

(
± h̄π
L

)(
e±iπX/L

√
L

)

On peut donc en d́eduire que, dans cetétat
– la probabilité de trouverpX = +h̄π/L est

P (pX = +
h̄π

L
) = | 1

i
√

2
e−iE1t/h̄|2 =

1

2

– celle de trouverPX = −h̄π/L est

P (pX = − h̄π
L

) = | −1

i
√

2
e−iE1t/h̄|2 =

1

2

– la valeur moyenne de l’impulsionpX est

< pX >=
(

1

2

)(
+h̄π

L

)
+
(

1

2

)(−h̄π
L

)
= 0

1.3 Discussions des postulats

1.3.1 Équivalence des deux formes du postulat 5

L’ équivalence des deux formes dupostulat 5, expriḿee par (1.17), se démontre de la façon
suivante : on sait queΨ peutêtre d́evelopṕee sur la base orthonormée des fonctions propres
ϕk deÔ. On a ainsi

Ψ =
∑
k

ckϕk (1.18)
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Montrons d’abord que les coefficientsck sont donńees par les ’projections’ de (1.16). En
effet

〈ϕk | Ψ〉 ≡
∫
ϕ∗kΨdV

=
∑
k′
ck′

∫
ϕ∗kϕk′dV

=
∑
k′
ck′δkk′

= ck

En passant de la deuxièmeà la troisìeme ligne, on a utiliśe l’orthonormalit́e desϕk. À cause
du δkk′ (δkk′ vaut 0 sik′ 6= k et 1 sik′ = k) qu’elle contient, la somme surk′ se ŕeduità un
seul terme,k′ = k. On a donc bien

〈ϕk | Ψ〉 = ck (1.19)

Substituons maintenant ce développement deΨ, (1.18) , dans (1.14) ; on obtient

< O > =
∫

Ψ∗ÔΨdV

=
∫ (∑

k′
ck′ϕk′

)∗
Ô

(∑
k

ckϕk

)
dV

=
∑
k′

∑
k

c∗k′ck

∫
ϕ∗k′ÔϕkdV

=
∑
k′

∑
k

c∗k′ckok

∫
ϕ∗k′ϕkdV

=
∑
k′

∑
k

c∗k′ckokδkk′

=
∑
k

c∗kckok

Finalement, rappelant (1.19), on obtient

< O >=
∫

Ψ∗ÔΨdV =
∑
k

ok | 〈ϕk | Ψ〉 |2=
∑
k

okP (ok, t | Ψ)
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1.3.2 Propriétés deśetats stationnaires

1. La densit́e de probabilit́e | Ψk(q1, q2, . . . , t) |2 est ind́ependante du temps dans un
état stationnaire. En effet, de (1.6), on vérifie que

| Ψk(q1, q2, . . . , t) |2=| ψk(q1, q2, . . .)
2 | (1.20)

qui est clairement ind́ependante du temps.

2. La valeur moyenne de toute quantité physiqueG(p,q) ne comportant aucune dépendance
explicite sur le temps — c.à.d.∂tG = 0 — est ind́ependante du temps dans unétat
stationnaire. En effet, selon lepostulat 5

< G > =

∫
Ψ∗

k(q, t)ĜΨk(q, t)dV∫
Ψ∗

k(q, t)Ψk(q, t)dV

(1.21)

=

∫
ψ∗k(q)Ĝψk(q)dV∫
ψ∗k(q)ψk(q)dV

où Ĝ est l’oṕerateur hermitique associé à la propríet́e physiqueG(p,q).

3. L’ énergie a une valeur précise,E = Ek, qui est maintenue constante durant l’évolution
temporelle de tout́etat stationnaireΨk.

1.3.3 Compatibilité des grandeurs physiques

Condition de compatibilit é de deux grandeurs physiques

Il est clair que deux grandeurs physiques A et B ne sont mesurables simultanément, ou
compatiblesque si la d́etermination pŕecise de l’une n’emp̂eche pas celle de l’autre. Ceci
signifie que les fonctions propres dêA doivent aussîetre fonctions propres dêB. Par
conśequent, les deux grandeurs physiques A et B ne sont compatibles que si les opérateurs
qui leur sont associés admettent des fonctions propres communes. On montre que la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que ceci soit possible est queÂ et B̂ commutent :

[Â, B̂] = 0⇐⇒ A,B compatibles (1.22)

Exemples

i. x etpx ne sont pas compatibles,à cause de la relation de commutation fondamentale,
(1.11). Par contre,y etpx sont compatibles, toujours selon (1.11).
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ii. Les trois composantesLx, Ly etLz ne sont pas compatibles ; en effet, on peut montrer
que (voir probl̀eme 8)

[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z (1.23)

[L̂y, L̂z] = ih̄L̂x (1.24)

[L̂z, L̂x] = ih̄L̂y (1.25)

iii. Par contre, l’oṕerateur

L̂2 ≡ L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z (1.26)

assocíe à la propriét́e | ~L |2 (carré de la longueur du moment cinétique) commute
avec n’importe quelle composante de~L (voir problème 9) :

[L̂2, L̂α] = 0, α = x, y, z (1.27)

On peut donc d́eterminer simultańement la longueur de~L et une et une seule de ses
composantes.

Constantes de mouvements. ECOC

Dans le contexte de la chimie quantique, où l’on s’intéresse aux́etats stationnaires des
molécules,́etats d’́energieE précise, rappelons-le, il est important et utile d’établir les pro-
priét́es qui sont mutuellement compatibles et compatibles avec E. Ce sont desconstantes
de mouvement. Lesétats stationnaires sont complètement et uniquement spécifiés par la
donńee des valeurs propres dêH et des oṕerateurs associés à ces constantes de mouve-
ment. Ensemble aveĉH, ces oṕerateurs constituent ce qu’on appelle un ensemble d’obser-
vables commutatifs (ECOC). Très souvent, ces propriét́es conserv́ees d́enotent l’invariance
du syst̀eme dans certaines opérations de syḿetrie.

Exemples

i. L’ électron de l’atome d’hydrog̀ene sent un potentiel de symétrie sph́erique,

V = − e2

(4πε0)r
.
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Son Hamiltonien

Ĥ =

(
−h̄2

2m

)
∇2 − e2

(4πε0)r
(1.28)

commute aveĉL2 et L̂α, α = z par exemple (n’importe quelle composante convien-
drait). Le syst̀eme admet donc deux constantes de mouvement, soit la longueur de~L
et une de ses composantes,Lz. Lesétats stationnaires de l’atome sont ainsi spécifiés
par trois nombres quantiques,n, l,m, assocíesàE, L2 etLz selon

n→ En = −Ry
n2

l→ (L2)l = l(l + 1)h̄2

m→ (Lz)m = mh̄

(On verra ces ŕesultats en plus grands détails au Chapitre 3)

ii. L’ électron dansH+
2 voit un potentiel de syḿetrie cylindrique. La composanteLz

du moment cińetique électronique le long de l’axe internucléaire (axe desz) est
conserv́ee. En plus, l’invariance du potentiel dans l’opération d’inversionI : ~r →
−~r, par rapport au centre de l’axe internucléaire (identifíe ici comme l’origine des
coordonńees) permet la classification desétats stationnaires selon leur caractère de
syḿetrie par rapportà cette oṕeration. Par exemple, l’état1σg est l’état de plus basse
énergie ayantLz = 0 (premierétat du typeσ), et de syḿetrie paire par rapportà
l’inversion.

1.3.4 Th́eorème variationnel

On a vu, lors de la d́emonstration de l’́equivalence des deux formes dupostulat 5, que

< O >=
∫

Ψ∗ÔΨdV =
∑
k

okP (ok, t | Ψ)

dans tout́etatΨ (voir (1.14)
Dans le cas particulier̂O = Ĥ, ok → Ek et
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∫
Ψ∗ĤΨdV =

∑
k

EkP (Ek, t | Ψ) (1.29)

SoitE0, l’ énergie de l’́etat fondamental du système, alors

Ek ≥ E0, ∀k (1.30)

ce qui implique que∫
Ψ∗ĤΨdV =

∑
k

EkP (Ek, t | Ψ) ≥ E0

∑
k

P (Ek, t | Ψ) = E0 (1.31)

comme les quantitésP (Ek, t | Ψ) sont positives et leur somme vaut exactement1.
On obtient ainsi un ŕesultat ǵeńeral que l’on peut́enoncer sous forme de théor̀eme :

Théorème variationnel:
la valeur moyenne< E >Ψ de l’énergie dans tout́etatΨ est toujours suṕerieureà l’énergie
de l’état fondamental du système.

< E >Ψ=
∫

Ψ∗ĤΨdV ≥ E0 (1.32)

< E >Ψ ne peutégalerE0 que siΨ ∝ ψ0, c.̀a.d. qu’elle repŕesente exactement l’état
fondamental du système.
En imaginant un balayage de l’espace desétatsΨ, on voit donc que< E >Ψ atteint un
minimum absolu enΨ = ψ0. Le th́eor̀eme qu’on vient d’́enoncer traduit donc un principe
variationel, et il est̀a la base des procédures de d́etermination approch́ee deE0 etψ0 par mi-
nimalisation de< E >Ψ dans une classe restreinte de fonctionsΨ, qui sont alors appelées
fonctions d’essai. Ces proćedures sont surtout utiles dans le cas où la d́etermination deE0

etψ0 par une ḿethode de ŕesolution directe de l’équation de Schrödinger ind́ependante du
temps s’av̀ere difficile ou impossible.
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1.4 Compĺement A : Opérateurs en quantique

1.4.1 Fonctions de carŕe sommable et oṕerateurs

On a vu qu’en quantique, on considère principalement des fonctions de carré sommable, de
variablesx, y, z...., (celles-ci sṕecifient les coordonńees de particules constituant un corps
donńe). Rappellons ce qui définit une fonction de carré sommable.
Définition
Une fonctionf(x, ..) (de valeur complexe) est dite de carré sommable, si∫

dV f ∗(x, ..)f(x, ..) <∞ (1.33)

Pour un syst̀eme donńe, ces fonctions forment un espace vectoriel, appelé espace de Hil-
bert, que l’on d́esigneraH.
Opérateurs surH Une transformation de fonctions dansH définit un oṕerateur

Ô : f 7−→ g g(x, ..) = Ôf(x, ...) (1.34)

On distingue

1.4.2 Oṕerateur lin éaire

Un oṕerateurÔ est dit lińeaire s’il satisfait

Ô[λ1f1 + λ2f2] = [λ1Ôf1 + λ2Ôf2], ∀λ1, λ2 ∈ C,∀f1, f2 ∈ H (1.35)

Exemples

1. Ô = ∂/∂x est lińeaire

∂

∂x
[λ1f1 + λ2f2] = [λ1

∂

∂x
f1 + λ2

∂

∂x
f2]

2. p̂x = −ih̄d/dx = (h̄/i)d/dx (opérateur ”impulsion”) est lińeaire

3. x̂ (opérateur ”position”) défini par

x̂f(x′, ...) = x′f(x′, ...)

est lińeaire

x̂[λ1f1(x
′..) + λ2f2(x

′, ..)] = x′[λ1f1(x
′, ..) + λ2f2(x

′, ..)][λ1x̂f1 + λ2x̂f2]
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4. Ô =
√ défini par

Ôf =
√
f

est non-lińeaire.

5. Ôf := |f | est non-lińeaire.

1.4.3 Oṕerateur identit é et oṕerateur nul :

On d́efinit :

1. l’opérateur identit́e par
1̂f = f, ∀f ∈ H

2. l’opérateur nul par
0̂f = 0, ∀f ∈ H

Géńeralisant, on peut d́efinir l’opérateur de multiplication par une constanteα ∈ C, par

α̂f = αf ∀f ∈ H

Cependant, pour ne pas alourdir les notations et causer des confusions, on notera cet
opérateur parα tout court, omettant l’accent circonflexe sur le symbole désignant la constante.

1.4.4 Égalité ouéquivalence de 2 oṕerateurs :

Deux oṕerateursÔ1 et Ô2 sont consid́eŕes égaux (ouéquivalents) si leur action sur une
fonction quelconquef ∈ H produit le m̂eme ŕesultat (la m̂eme fonction transforḿee) :

Ô1 = Ô2 ⇐⇒ ∀f ∈ H, Ô1f = Ô2f (1.36)

1.4.5 Somme de 2 oṕerateurs :

On d́efinit la somme de 2 oṕerateursÔ1 et Ô2 par

[Ô1 + Ô2]f := Ô1f + Ô2f, ∀f ∈ H (1.37)

La somme de deux opérateurs lińeaires est un oṕerateur lińeaire.
Exemples :
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1. x̂+ ip̂x

[x̂+ ip̂x]f(x) = x̂f(x) + ip̂xf(x) = xf(x) + i(−i)h̄df(x)

dx
= xf(x) + h̄

df(x)

dx

2. ~e1p̂x + ~e2p̂y + ~e3p̂z :

[~e1p̂x + ~e2p̂y + ~e3p̂z]f(x, y, z) = −ih̄~∇f(x, y, z)

~∇ = ~e1
∂

∂x
+ ~e2

∂

∂y
+ ~e3

∂

∂z

1.4.6 Produits de 2 oṕerateurs :

Le produit de 2 oṕerateursÂ, B̂ est d́efinit par

(ÂB̂)f := Â(B̂f), ∀f ∈ H. (1.38)

En ǵeńeral

ÂB̂ 6= B̂Â (1.39)

(Â et B̂ ne commutent pas entre eux, leur produit et non-commutatif)
Commutateur :

[Â, B̂] := ÂB̂ − B̂Â (1.40)

Exemples
Vis à vis d’une fonctionf(x) (une seule variable, pour simplifier) :

1. K̂x = p̂2
x

2m
, (oṕerateur ”énergie cińetique”) :

p̂2
x = p̂xp̂x

p̂2
xf = p̂x(p̂xf) = −ih̄ d

dx

(
−ih̄ df

dx

)
= −h̄2d

2f

dx2

2. x̂p̂x

x̂p̂xf = x

(
−ih̄ df

dx

)
= −ih̄x df

dx
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3. p̂xx̂

p̂xx̂f =

(
−ih̄d(xf)

dx

)
= −ih̄

(
x
df

dx
+ f

)
On note que

p̂xx̂ 6= x̂p̂x

En fait :
[p̂x, x̂]f = −ih̄f, ∀f

On peut donćecrire :

[p̂x, x̂] = −ih̄ =
h̄

i
(1.41)

4. Par contre, vis̀a vis d’une fonction dex ety :

x̂p̂yf = p̂yx̂f, ∀f ⇐⇒ [x̂, p̂y] = 0

5. OpérateurL̂z (composantez du vecteur moment cinétique :

L̂z := x̂p̂y − ŷp̂x

L̂zf(x, y, z) =
h̄

i

(
x
∂f

∂y
− y∂f

∂x

)

1.4.7 Oṕerateur adjoint et HERMITICIT É

Opérateur adjoint

À tout oṕerateur,Â, est associé un oṕerateur conjugúe,Â†, dit oṕerateur adjoint (ou conjugué
hermitique) deÂ. Il est d́efini par∫

dV g∗Âf =
∫
dV (Â†g)∗f (1.42)

Exemples :

1. Â = d/dx⇐⇒ Â† = −d/dx = −Â, vis-̀a vis de fonctions de carré sommable.
Démo : ∫ +∞

−∞
dxg∗

df

dx
= [g∗f(+∞)− g∗f(−∞)]−

∫ +∞

−∞
dx
dg∗

dx
f

= 0−
∫ +∞

−∞
dx
dg∗

dx
f
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pour toutes paires de fonctionsf, g de carŕe sommable (celles-ci doivent forcément
s’annuler enx = ±∞). Donc∫ +∞

−∞
dxg∗

df

dx
=
∫ +∞

−∞
dx

(
−dg
dx

)∗
f (1.43)

CQFD.

2. p̂†x = p̂x vis-à vis de fonctions de carré sommable.

3. x̂† = x̂

4. Si Â = x̂+ icp̂x, avecc∗ = c, alors Â† = x̂− icp̂x

Opérateur hermitien (ou hermitique) :

Un oṕerateur est dit hermitien s’il est auto-adjoint.

Â† = Â (1.44)

Par exemple,̂x, p̂x sont hermitiens dansH. L’opérateurα de multiplication par la constante
α est hermitien siα est ŕeelle.

1.4.8 Th́eorèmes sur l’hermiticité :

1. La somme de 2 oṕerateurs hermitiensest un oṕerateurhermitien :

(Â+ B̂)† = Â† + B̂† = Â+ B̂ si Â† = Â, B̂† = B̂ (1.45)

2. le produit d’un op érateur hermitien avec un nombre scalaire (une constante)λ
n’est hermitien que siλ est réel:

(λÂ)† = λ∗Â† = λÂ si λ∗ = λ, Â† = Â (1.46)

3. Le produit de 2 opérateurs hermitiens n’est pas hermitien, en ǵeńeral. Il le serait
si les 2 oṕerateurs commutent entre eux : en effet

(ÂB̂)† = B̂†Â† (1.47)

en ǵeńeral. En particulier, sîA et B̂ sont hermitiens, alors

(ÂB̂)† = B̂Â 6= ÂB̂ (1.48)

On note que, sîA, B̂ sont hermitiens, alorsi[Â, B̂] est hermitien.
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1.4.9 Fonctions propres et valeurs propres d’un oṕerateur :

Définition

Une fonctionfω qui satisfait
Ôfω = ωfω (1.49)

est appeĺee fonction propre dêO avec valeur propreω.

Théorèmes

Les th́eor̀emes suivants sur les fonctions propres et valeurs propres d’opérateurs hermitiens
sontà retenir :

1. les valeurs propres d’un oṕerateur hermitien sont réelles:∫
dV f ∗ωk

Ôfωl
=

∫
dV (Ôfωk

)∗fωl

ωl

∫
dV f ∗ωk

fωl
= ω∗k

∫
dV f ∗ωk

fωl

(ωl − ω∗k)
∫
dV f ∗ωk

fωl
= 0 (1.50)

Consid́erons en particulierk = l : comme∫
dV f ∗ωl

fωl
> 0(6= 0)

on a
ωl = ω∗l (1.51)

2. les fonctions propresfωk
, fωl

assocíeesà des valeurs propres différentes (ωl 6= ωk)
sont orthogonales : ∫

dV f ∗ωk
fωl

= 0 (1.52)

3. En fait les fonctions propres d’un oṕerateur hermitien forment une base ortho-
normale compl̀ete: ∫

dV f ∗ωk
fωl

= δkl =

{
0, k 6= l
1, k = l

(1.53)

Toute fonction d́ependante des m̂emes variables quefωk
, (ψ ∈ H), peut se d́evelopper

exactement sur la base des fonctions propres deÔ :

ψ(x, ...) =
∑
k

ckfωk
(x, ...), ck =

∫
dV f ∗ωk

ψ
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1.5 Compĺement B :Principe ǵenéral de spectroscopie

La perturbation d’une molécule par un chamṕelectromagńetique externe faible permet de
sonder la structure de cette molécule, c.̀a d. seśetats stationnaires. Considérons par exemple
l’action d’un chamṕelectrique oscillant

~E(t) = ~E0cos(ωt)

sur la moĺecule. Elle se traduit par l’ajout,à l’Hamiltonien, d’un potentiel d’interaction

V̂int(q, t) = ~µ(q) · ~E0cos(ωt) (1.54)

où ~µ(q) repŕesente le moment dipolaire de la molécule ; on l’avaitécrit comme une cer-
taine fonction des coordonnées moĺeculaires, indiqúees collectivement parq. Le nouvel
Hamiltonien est

Ĥ(t) = Ĥ0 + V̂int(q, t), (1.55)

où Ĥ0 décrit la moĺecule libre. L’HamiltonienĤ(t) dépend maintenant explicitement du
temps, et la molécule perturb́ee devient un systèmenon conservatifqui, en soi, ne possède
pas d’́etat stationnaire. Cependant, on peut toujours développer une solution quelconque
Ψ(q, t), de l’équation de Schrödinger (d́ependante du temps, bien entendu), sur la base
compl̀ete et orthonormale deśetats propres dêH0, c.̀a d., desétats stationnaires de la
molécule libre.

Ψ(q, t) =
∑
k

ck(t) exp
{(
− i
h̄

)
Ekt

}
ψk(q) (1.56)

On a d́ejà rencontŕe ce type de d́eveloppement̀a l’équation (1.7). La diff́erence est qu’ici,
les coefficientsck dépendent det.
Le développement préćedent est surtout utile quand l’on part d’unétat propre,ψ1(q) de la
molécule libre et quand le champ est suffisamment faible pour que l’on puisse supposer
qu’en tout temps (durant l’action du rayonnement externe), l’étatΨ reste tr̀es proche de
ψ1 :

|ck(t)| � |c1(t)| ' |c1(0)| = 1. (1.57)

Dans ces conditions, on peut montrer que les coefficientsck(t) sont approximativement
donńes, au premier ordre dans la perturbation, par

ck(t) '
i

h̄
~E0· < ψk|~µ(q)|ψ1 > [F (ω − ω1k, t) + F (ω + ω1k, t)] (1.58)
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où l’on a d́efini

F (ω ± ω1k, t) = ei(ω±ω1k)t/2 sin[(ω ± ω1k)t/2]

(ω ± ω1k)
(1.59)

Selon le postulat 5, la probabilité de trouver, au temps t, le système avec unéenergieE =
εk, c.̀a d. dans l’́etatψk, est

P (E = εk, t) = |ck(t)|2.

Cette probabilit́e est aussi la probabilité que le syst̀eme effectue la transition de l’étatψ1

à l’étatψk sous l’action du champ. Avec le résultat final de (1.58 ), on peutécrire cette
probabilit́e de transition sous la forme

P1→k(t) = E2
0 · | < ψk|~µ(q)|ψ1 > |2 · | [F (ω − ω1k, t) + F (ω + ω1k, t)] |2 (1.60)

On peut d́ejà tirer deux observations importantes :

1. La figure (1.1) montre le graphe des|F (ω ± ω1k, t)| vues comme fonctions deω,
la fréquence de l’ondéelectromagńetique incidente, pour une valeur det fixée et
pour une fŕequence de transitionω1k positive. On voit clairement que, dans ce cas,
le facteurF (ω − ω1k, t) domine largementF (ω + ω1k, t), dans la ŕegion des valeurs
physiques (valeurs positives) deω. On peut donćecrire, pourω1k > 0,

P1→k(t) ' E2
0 · | < ψk|~µ(q)|ψ1 > |2|F (ω − ω1k, t)|2 (1.61)

En outre, la fonctionF (ω − ω1k, t) est fortement localiśee au voisinage deω = ω1k,
la localisation devenant de plus en plus accentuée pour des valeurs det croissantes.
À la limite t → ∞, on peut dire que la transition1 → k ne peut se produire que
si ω = ω1k exactement. C’est la fameuse condition de résonance de Bohr : De la
radiation ne peut-êtreémise (ou absorb́ee, dans le casωlk < 0) que si sa fŕequence
correspond exactementà la fŕequence de transition.

2. La probabilit́e de transitionP1→k(t) est proportionnelle au carré du module de l’int́egrale

< ψk|~µ(q)|ψ1 >=
∫
dqψk(q)

∗~µ(q)ψ1(q) (1.62)

appeĺee moment de transition, pour la transition1 → k. Dépendant de la syḿetrie
du syst̀eme consid́eŕe, cette int́egrale n’est ǵeńeralement non-nulle que si certaines
conditions sont remplies. Elles sont appeléesr ègles de śelection. On verra dans les
chapitres suivants des exemples concrets de telles règles de śelection.
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FIG. 1.1 –Graphes des fonctionsF (ω − ω1k, t) (en rouge) etF (ω + ω1k, t) (en noir) en
fonction deω/ω1k. Avecω positive, le rapportω/ω1k est ńegatif pourω1k < 0 correspon-
dant à uneémission de photons. Dans le panneau du haut,t estégal à 10 fois la ṕeriode
assocíeeà la fréquence de Bohr de la transitionψ1 −→ ψk. Dans le panneau du bas,t est
égalà 100 fois cette ṕeriode.
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1.6 Exercices

1. Vérifiez que la fonction d́efinie par leśequations (1.5) et (1.6) est en effet une solution
de l’équation de Schrödinger (1.3).

2. Donnez un exemple de système non-conservatif.

3. Vérifiez que le second membre de (1.7) satisfait bien l’équation de Schrödinger (1.3).

4. Les fonctions propres dêH peuvent toujourŝetre construites orthonorḿees, dans le
sens qu’elles satisfont ∫

ψ∗kψldV = δkl

où δkl vaut 1 sik = l et źero dans le cas contraire. En utilisant cette donnée, montrez
que les coefficientsck de (1.7) sont d́etermińes par

ck =
∫
ψ∗kΨgen(t = 0)dV

où Ψgen(t = 0) décrit l’ état initial au tempst = 0.

5. En utilisant (1.7), et les ŕesultats de l’exercice préćedent, montrez que, même si un
syst̀eme conservatif n’est pas dans unétat stationnaire, la probabilit́e qu’il poss̀ede
uneénergieE = Ek,Ek étant une valeur propre de l’hamiltonien̂H, est ind́ependant
du temps.

6. Montrez que si l’́etat d’un syst̀eme est d́ecrit, à un tempst = t0 donńe, par une
fonction propreϕk de l’opérateur hermitienÔ (assocíe à une propríet́e physiqueO)
avec valeur propreok, alors

(a) la mesure deO produira la valeur propreok avec certitude,

(b) la valeur moyenne deO est exactementégaleà ok.

Peut-on s’attendrèa ce que ces résultats demeurent validesà un tempst 6= t0 ?

7. (*) Soit deux oṕerateurs hermitienŝA, B̂ commutatifs, c.̀a d.

[Â, B̂] = 0.

Soita une valeur proprenon-déǵenéréedeÂ, c. à d. qu’il n’existe,à une constante
multplicative pr̀es, qu’une seule fonctionϕa satisfaisant

Âϕa = aϕa.

Montrez queϕa est alors ńecessairement fonction propre dêB.
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8. (*) Montrez les identit́es math́ematiques suivantes (Â, B̂, Ĉ sont des oṕerateurs ,λ
est une constante) :

(a) [λÂ, B̂] = λ[Â, B̂],

(b) [Â, B̂] = −[B̂, Â],

(c) [Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ],

(d) [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].

9. (*) Les trois composantes du vecteur moment cinétique sont

L̂x = yp̂z − zp̂y, L̂y = zp̂x − xp̂z, L̂z = xp̂y − yp̂x. (1.63)

En utilisant les ŕesultats de l’exercice préćedent, et en se rappelant les relations de
commutation fondamentales, (1.11), démontrez la relation de commutation (1.23) :

[L̂x, L̂y] = ih̄L̂z

10. (*) en admettant les relations de commutation cycliques, (1.23)-(1.25), démontrez
que

[L̂2, L̂z] = 0,

où L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z.



Chapitre 2

SYSTÈMES MODÈLES SIMPLES

2.1 Particule dans une bôıte

2.1.1 Bôıte uni-dimensionelle

Potentiel

Ce syst̀eme est d́ecrit par le potentiel suivant

V (x) = 0 0 < x < L

V (x) = ∞ ailleurs

Comme l’illustre la figure 2.1, ce potentiel comporte un mur impéńetrable enx = 0 et
x = L. À cause de ce mur de potentiel infiniment haut, la particule ne peut pas se trouverà
l’extérieur de l’intervalleI = [0, L]. Sa fonction d’onde doit ńecessairement s’annuler dès
quex atteint les bornes de l’intervalle. Par conséquent, on ne doit résoudre l’́equation de
Schr̈odinger que pourx ∈ I, c.̀a.d. l’équation(

− h̄2

2m

)
d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x) (2.1)

avec conditions aux bornes
ψ(0) = 0, ψ(L) = 0 (2.2)

Solutions

L’ équation diff́erentielle (2.1) admet comme solution géńerale

ψ(x) = C1 sin(kx) + C2 cos(kx) (2.3)

29
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FIG. 2.1 –Potentiel d’une particule dans une boı̂te unidimensionnelle

avec

k ≡
√

2mE
h̄

(2.4)

L’imposition de la premìere condition aux bornes,ψ(0) = C1 sin(0) + C2 cos(0) = 0 im-
pliqueC2 = 0, et (2.3) se ŕeduità

ψ(x) = C1 sin(kx).

La seconde condition aux bornes, se lit alors

ψ(L) = C1 sin(kL) = 0,

ce qui implique que le produitkL est un multiple entier deπ, ou

kn =
nπ

L
, n ∈ N∗ (2.5)

On a joint l’indexn à k pour sṕecifier que cette quantité (un nombre d’onde) d́epend du
nombre quantiquen. Notons que seules des valeurs entières positives den sontà retenir,
car en changeant le signe den, on ne fait que changer laphasede la fonction d’onde. On
note aussi que la valeurn = 0 a ét́e exclue car elle donnerait une solution inacceptable, la
solution trivialeψ(x) = 0, ∀x ∈ I.

Quantification de l’ énergie

Rappelant la relation entrek et l’énergieE, (2.4), on obtient de (2.5) une loi de quantifica-
tion de l’énergie

En =
h̄2k2

n

2m
=
h̄2n2π2

2mL2
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ou encore

En =
n2h2

8mL2
, n ∈ N∗ (2.6)

On voit clairement dans ce cas, que la quantification de l’énergie d́ecoule de l’imposition
des conditions aux bornes (2.2) ou encore du caractère de la fonction d’onde qui doitêtre
de carŕe sommable.

Propri étés deśetats stationnaires

On a trouv́e dans les paragraphes préćedents que les fonctions propres deĤ assocíees aux
valeurs propresEn de (2.6), sont de la forme

ψn(x) = C1 sin(
nπx

L
) (2.7)

où n est un entier non nul. La constanteC1 dans cette expression est détermińee par nor-
malisation, c.̀a.d. par la condition∫ L

0
| ψn(x) |2 dx = C2

1

∫ L

0
sin2(

nπx

L
)dx = 1 (2.8)

On trouve alorsC1 =
√

2
L

, et l’expression finale de la fonction d’onde associéeà la valeur
propreEn se lit donc

ψn(x) =

√
2

L
sin(

nπx

L
) (2.9)

On peut d́eduire de cette expression les propriét́es principales suivantes des fonctions d’onde
décrivant leśetats stationnaires de la particule dans une boite :

i. Orthogonalit́e et propríet́es nodalesLa figure 2.2 montre le graphique des fonctions
ψn et des densités de probabilit́e | ψn |2 pour les quelques premiers niveaux d’énergie
En. On remarque que, en plus des pointsx = 0 etx = L, ψn a (n − 1) zéros sitúes
en

x = xm = mL/n, m = 1, 2, .., n− 1

Ces points, òu la fonction d’onde et la densité de probabilit́e sont nulles, sont appelés
points nodauxou simplementnoeudsde la fonction d’onde. Le nombre de noeuds
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augmente quandn augmente, c.à.d quand l’on passèa desétats de plus en plus ex-
cités. La fonction d’ondeψ1 de l’état fondamental (sitúe àE = E1 = h2

8mL2 ) n’a pas
de noeuds, celle du premierétat excit́e, ψ2, d’énergieE = E2 = 4E1, a un point
nodal, celle du deuxièmeétat excit́eψ3 a deux points nodaux, etc... La variation des
propríet́es nodales des fonctionsψn quandn varie traduit l’orthogonalit́e desétats
stationnaires d’́energie diff́erente. En effet, on v́erifie aiśement que〈ψn | ψm〉 est nul
quandm 6= n

〈ψn | ψm〉 ≡
∫ L

0
ψn(x)ψm(x)dx ≡ 2

L

∫ L

0
sin(

nπx

L
) sin(

mπx

L
)dx

≡ 2

L

∫ L

0

{
cos

[
(n−m)πx

L

]
− cos

[
(n+m)πx

L

]}
dx

≡ 2

L

{
L

(n−m)π
sin

[
(n−m)πx

L

]

− L

(n+m)π
sin

[
(n+m)πx

L

]} ∣∣∣∣∣
L

0

≡ 0

ii. Position et impulsion moyennesComme on peut le voir sur la figure 2.2, la densité
de probabilit́e | ψn |2 assocíeeà toutétat stationnaire de la particule est symétrique
par rapport au point ḿedianx = L/2.
On anticipe donc que la valeur moyenne dex sera exactementégaleàL/2 dans un
tel état. En effet

< x > ≡
∫ L

0
ψn(x)xψn(x)dx

=
2

L

∫ L

0
sin2(

nπx

L
)xdx

=
1

L

∫ L

0

{
1− cos(

2nπx

L
)
}
xdx

=
1

L

{∫ L

0
xdx−

∫ L

0
cos(

2nπx

L
)xdx

}

=
1

L

{
1

2
x2
∣∣∣L
0
− (

L

2nπ
)

[
sin(

2nπx

L
)x
∣∣∣∣L
0
−
∫ L

0
sin(

2nπx

L
)dx

]}

=
1

L

{
L2

2
− (

L

2nπ
)

[
0− (

L

2nπ
) cos(

2nπx

L
)
∣∣∣∣L
0

]}
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FIG. 2.2 –(a)Fonction d’ondeψn et (b)densit́e de probabilit́e | ψn |2, n = 1, 2, 3, 4, pour
une particule dans une boı̂te unidimensionnelle

=
1

L

{
L2

2
− (

L

2nπ
)
[
0− (

L

2nπ
)(1− 1)

]}
=

1

L

L2

2

ce qui donne finalement

< x >=
L

2
. (2.10)

On vérifie aiśement aussi que la valeur moyenne depx, la quantit́e de mouvement le
long dex, est nulle dans tout́etat stationnaire, c.à.d. que

< px >= 0. (2.11)
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2.1.2 Bôıte tridimensionnelle

Potentiel etéquation de Schr̈odinger

On consid̀ere maintenant une particule se mouvant librement dans la boı̂te tridimension-
nelle de la figure 2.3. L’́energie potentielle de ce système est donńee par

...............................................................................
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FIG. 2.3 –Bôıte tri-dimensionelle

V (x, y, z) = 0 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c

V (x, y, z) = ∞ ailleurs

Comme dans le cas unidimensionnelle, les murs de potentiel infini empêchent la particule
de quitter la bôıte, et la fonction d’onde n’est non nulle que pour~r se trouvant̀a l’intérieur
de la boite. Elle s’annulle ńecessairement dès que l’un des murs est atteint. L’équation de
Schr̈odinger que l’on doit ŕesoudre est donc(

− h̄2

2m

){
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

}
ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z) (2.12)

et les conditions aux bornes se lisent

ψ(x = 0, y, z) = ψ(x = a, y, z) = 0, (2.13)

ψ(x, y = 0, z) = ψ(x, y = b, z) = 0, (2.14)

ψ(x, y, z = 0) = ψ(x, y, z = c) = 0. (2.15)
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Solutions

Notons que l’Hamiltonien du système est de la forme

Ĥ = Ĥx + Ĥy + Ĥz, (2.16)

où

Ĥx ≡
(
− h̄2

2m

)
∂2

∂x2
, (2.17)

Ĥy ≡
(
− h̄2

2m

)
∂2

∂y2
, (2.18)

Ĥz ≡
(
− h̄2

2m

)
∂2

∂z2
. (2.19)

Une telle forme est dite séparable : l’Hamiltonien est une somme d’opérateurs individuels
Ĥi, chacun ne d́ependant que d’une seule variable ou degré de libert́eqi. Cette forme traduit
le caract̀ere ind́ependant des mouvements décrits par les variablesqi. Rappelons-nous que
la probabilit́e conjointe de deux́evènements ind́ependants est le produit des probabilités in-
dividuelles des deux́evènements, pris sépaŕement. On s’attend donc̀a ce que la densité de
probabilit́e de pŕesence dans l’espace de configuration multidimensionnel soit, dans le cas
où l’Hamiltonien est de forme séparable, un simple produit de densités de probabilit́e indi-
viduelles. En fait, la forme śeparable de l’Hamiltonien permet une séparation de variables
sur la fonction d’onde elle-m̂eme.
Séparation de variables
Écrivons les solutions de (2.12) sous la forme

ψ(x, y, z) = ξ(x)ϑ(y)ζ(z), (2.20)

d’un produit de trois facteurs : le premier,ξ, ne d́epend que dex, le second,ϑ, ne d́epend
que dey, et le dernier facteurζ est une fonction dez seulement.
Substituant (2.20) dans (2.12), on obtient

ϑ(y)ζ(z)
[
Ĥxξ(x)

]
+ ξ(x)ζ(z)

[
Ĥyϑ(y)

]
+ ξ(x)ϑ(y)

[
Ĥzζ(z)

]
= Eξ(x)ϑ(y)ζ(z)

ou encore, en divisant les deux membres de ceci parξ(x)ϑ(y)ζ(z) :
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1

ξ(x)

[
Ĥxξ(x)

]
+

1

ϑ(y)

[
Ĥyϑ(y)

]
+

1

ζ(z)

[
Ĥzζ(z)

]
= E. (2.21)

Cetteéquation demande que la somme des trois termes dans le membre de gauche soit
égaleà une constante. Chacun de ces trois termes ne dépendant que d’une et une seule
variable, pour que leur somme soitégaleà une constante, il faut que chaque terme soit lui
même constant. En effet, en prenant la dérivée des deux membres de (2.21) par rapportà
x, par exemple, on a

d
{

1
ξ(x)

[
Ĥxξ(x)

]}
dx

= 0

ce qui signifie que 1
ξ(x)

[
Ĥxξ(x)

]
doit êtreégaleà une constante ; appellons-laEx, on a alors

Ĥxξ(x) = Exξ(x). (2.22)

De même, on obtient
Ĥyϑ(y) = Eyϑ(y), (2.23)

et
Ĥzζ(z) = Ezζ(z). (2.24)

oùEy etEz sont des constantes.
Notons que chacune deséquations śepaŕees que l’on vient d’obtenir, pour le mouvement
de la particule dans les trois directionsx, y et z, est l’équation de Schrödinger dans une
boite unidimensionelle. Ainsi, (2.22) décrit le mouvement dans la direction desx, limité à
l’intervalle [0, a] ; elle doitêtre ŕesolue avec conditions aux bornes

ξ(x = 0) = 0 = ξ(x = a), (2.25)

De même, (2.23) d́ecrit le mouvement dans la direction desy limit é à l’intervalle [0, b] et
doit être ŕesolue avec conditions aux bornes

ϑ(y = 0) = 0 = ϑ(y = b), (2.26)

Finalement, (2.24) d́ecrit le mouvement enz restreintà l’intervalle [0, c]. Elle exige les
conditions aux bornes

ζ(z = 0) = 0 = ζ(z = c). (2.27)

Les ŕesultats de la section préćedente peuvent doncêtre utiliśes directement, et donnent
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ξλ(x) =

√
2

a
sin(

λπx

a
), Ex,λ =

λ2h2

8ma2
λ ∈ N∗, (2.28)

ϑµ(y) =

√
2

b
sin(

µπy

b
), Ey,µ =

µ2h2

8mb2
µ ∈ N∗, (2.29)

ζν(z) =

√
2

c
sin(

νπz

c
), Ez,ν =

ν2h2

8mc2
ν ∈ N∗. (2.30)

En ŕesuḿe lesétats stationnaires de la particule dans la boite tridimensionnelle sont spécifiés
par trois nombres quantiques entiers strictement positifs,λ, µ et ν : Les fonctions d’onde
sont

ψλµν(x, y, z) =

√
8

abc
sin(

λπx

a
) sin(

µπy

b
) sin(

νπz

c
), (2.31)

et leursénergies sont

Eλµν =
h2

8m

{
λ2

a2
+
µ2

b2
+
ν2

c2

}
. (2.32)

La technique de śeparation de variables détaillée ci-haut, partant de (2.20) pour aboutir
à (2.31) et (2.32), n’est applicable que parce que l’Hamiltonien est de forme séparable.
On vérifie aiśement, en utilisant (2.31), que la densité de probabilit́e tridimensionnelle
| ψλµν(x, y, z) |2 est le produit des densités de probabilit́e unidimensionnelles,| ξλ(x) |2,
| ϑµ(y) |2 et | ζν(z) |2, comme on l’avait anticiṕe. On note aussi que l’énergie de mouve-
ment dans l’espace tridimensionnel est la somme desénergies de mouvement dans les trois
directionsx, y et z : l’indépendance de ces trois directions, ou degrés de libert́e, implique
donc l’additivit́e de leuŕenergie.

Déǵenérescence et lev́ee de d́eǵenérescence

On note que, dans le cas où la bôıte est un parallélépip̀ede irŕegulier, c’est-̀a-dire quea 6=
b 6= c, le potentiel est complètement asyḿetrique, et tous les niveaux sont non-déǵeńeŕes :
à chaque niveauEλµν , ne correspond qu’un seulétat, d́ecrit parψλµν(x, y, z). Par contre,
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dans le cas òu le potentiel poss̀ede une syḿetrie, traduite par l’́egalit́e d’au moins deux
côtés de la bôıte, certains niveaux sont déǵeńeŕes. Par exemple, dans le cas d’une boı̂te
cubique,a = b = c, chaque niveauEλµν avecλ 6= µ 6= ν est sextuplement déǵeńeŕe, les
six états qui y sont associés étantψλµν , ψλνµ, ψµλν , ψνλµ, ψνµλ et ψµνλ (ils sont obtenus
en consid́erant toutes les permutations possibles deλ, µ, ν). De m̂eme, un niveauEλλν ,
où deux des nombres quantiquesλ, µ, ν sontégaux, est triplement déǵeńeŕe, les troiśetats
assocíesétantψλλν , ψνλλ etψλνλ. Ainsi, les deux premiers niveaux d’une particule dans un
bôıte cubique sont

1. Niveaufondamental: E0 = 3h2

8ma2 , non d́eǵeńeŕe, le seuĺetat yétant associé estψ111.

2. Premier niveau excité : E1 = 6h2

8ma2 , triplement d́eǵeńeŕe, les troisétats yétant as-
socíes sontψ112, ψ121 etψ211.

Partant d’une bôıte syḿetrique, par exemple la boı̂te cubique que l’on vient de considérer,
une levée de d́eǵeńerescencedes niveaux est obtenue en déformant la bôıte, car une telle
déformation ŕeduit la syḿetrie du syst̀eme. On distingue deux cas :
– Lev́ee de d́eǵeńerescence partielle: Deux des trois ĉotés demeurent́egaux,a < b = c,

par exemple, et le cube devient un parallélépip̀edeà base carrée. Le niveauE1 du cas
cubique se scinde en deux niveaux :

E
′

1 ≡ E211 > E2 = E112 = E121

Le niveauE
′
1 est non-d́eǵeńeŕe, mais le niveauE2 demeure d́eǵeńeŕe : deuxétats y sont

assocíes, leśetatsψ112 etψ121.
– Lev́ee de d́eǵeńerescence complète : Avec a < b < c, le niveauE1 du cas cubique se

scinde en trois niveaux non-déǵeńeŕes :

E
′

1 ≡ E211 > E2 = E121 > E3 = E112.

La discussion pŕećedente sert̀a illustrer la relation entre la syḿetrie du syst̀eme et la
déǵeńerescence des niveaux : Un degré de syḿetrie élev́e favorise plus l’apparition de
niveaux d́eǵeńeŕes qu’un faible degré de syḿetrie.
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2.2 Oscillateur harmonique

2.2.1 Potentiel

Ce syst̀eme est un mod̀ele des vibrations moléculaires, et est représent́e par un potentiel du
type
– Molécule diatomique

V (x) =
mω2

2
x2, (2.33)

– Molécule polyatomique

V (qi) =
1

2

∑
i

ω2
i q

2
i (2.34)

Les quantit́esω, dans (2.33), etω2
i dans (2.34), sont des fréquences (ou plutôt, plus cor-

rectement, des pulsations) vibrationnelles d’une molécule, diatomique dans le premier cas,
et polyatomique dans le second cas. Dans (2.33), la variablex repŕesente l’́elongation de
la liaison entre les deux atomes A et B dans une molécule diatomique AB, c’est-à-dire
x = (R − Req), où R est la longueur instantanée de cette liaison, etReq est sa valeur
d’équilibre. Dans le cas d’une molécule polyatomique, le potentiel décrivant les vibrations
moléculaires ne prend la forme séparable de (2.34) qu’en terme de variables spécialesqi
qui dénotent des mouvements collectifs des noyaux, et qui sont appeléesmodes normaux
de vibrations.Une moĺecule comptantN noyaux a3N−6 modes normaux de vibrations si,
dans sa configuration d’équilibre, la moĺecule est non-lińeaire, et3N − 5 modes normaux
si la moĺecule a une configuration d’équilibre lińeaire. La figure 2.4 illustre les trois modes
normaux de la molécule d’eau
Pour comprendre la signification d’un potentiel de la forme quadratique, tel que donné à
(2.33) età (2.34), prenons le gradient (la dérivée) du potentiel par rapportàx ou qi. Ainsi,
dans le cas unidimensionnel, la dérivée deV (x) par rapport̀ax donne une force de rappel

F = −kx, (2.35)

avec une constante de forcek donńee par

k ≡ mω2. (2.36)
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FIG. 2.4 –Modes normaux de vibration deH2O

On sait qu’une telle force de rappel caractérise la dynamique d’un mouvement oscilla-
toire, tel que celui d’un ressort parfait : les vibrations moléculaires sont, dans une bonne
approximation, de tels mouvements oscillatoires autour de la configuration d’équilibre de
la moĺecule. La figure 2.5 illustre graphiquement comment cette approximation harmo-
nique s’obtient d’un potentiel moléculaire d́ecrivant plus exactement les vibrations d’une
molécule diatomique dans sonétatélectronique fondamental dans l’approximation de Born-
Oppenheimer (voir chapitre 5).

2.2.2 Hamiltonien

L’Hamiltonien d́ecrivant les vibrations moléculaires dans l’approximation harmonique est
donc
– Molécule diatomique

Ĥ ≡
(
− h̄2

2m

)
d2

dx2
+
mω2

2
x2 (2.37)

– Molécule polyatomique

Ĥ ≡
∑

i

{
− h̄

2

2

∂2

∂q2
i

+
1

2
ω2

i q
2
i

}
(2.38)
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FIG. 2.5 –Potentiel moĺeculaire exact (en trait fin) d́ecrivant les vibrations d’une molécule
diatomique, et son approximation harmonique (en trait foncé)

L’Hamiltonien de (2.38) est clairement de forme séparable : c’est une somme d’Hamil-
toniens unidimensionnels, chacun ne dépendant que d’un seul modeqi comme variable,
et d́ecrivant ce mode comméetant un ressort, ou oscillateur harmonique de masse uni-
taire (m = 1) et de fŕequenceωi. Par conśequent, une śeparation des variablesqi est pos-
sible, ŕeduisant l’́equation de Schrödinger ind́ependante du temps en3N − 6 (ou 3N − 5)
équations du m̂eme type que celle d’un oscillateur harmonique unidimensionnel. Il suffit
donc de ŕesoudre l’́equation de Schrödinger unidimensionnelle

{(
− h̄2

2m

)
d2

dx2
+
mω2

2
x2

}
ψ(x) = Eψ(x). (2.39)
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2.2.3 Oscillateur unidimensionnel : Solutions

Quantification de l’ énergie

On trouve que (2.39) ne possède de solutions normables qu’à des valeurs de l’énergie quan-
tifi ée selon la loi simple suivante :

Ev = (v +
1

2
)h̄ω, v ∈ N. (2.40)

Les niveaux d’́energie de l’oscillateur sont doncéquidistants, et le premier niveau se situeà
h̄ω/2 du fond du potentiel. Ce niveau fondamental est appelé leniveau źerode l’oscillateur.
Chaque niveauEv est non-d́eǵeńeŕe et la fonction propre associée est de la forme

ψv(x) = NvHv(

√
mω

h̄
x) exp{−mω

2h̄
x2}, (2.41)

où Nv est une constante de normalisation etHv(ξ) est un polyn̂ome, appeĺe polyn̂ome
d’Hermite, de la variableξ . Le tableau 2.1 donne l’expression explicite des premiers po-
lynômes d’Hermite.

H0(ξ) = 1
H1(ξ) = 2ξ
H2(ξ) = 4ξ2 − 2
H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ
H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12
H5(ξ) = 32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ

TAB . 2.1 –Expression des premiers polynômes d’Hermite.

La figure 2.6 montre le graphique des premières fonctionsψv(x) ainsi que celui de leurs
densit́es de probabilit́e de pŕesence| ψv(x) |2. On note les m̂emes structures nodales que
celles des fonctions propres d’une particule dans une boı̂te unidimensionnelle. Dans la
limite des tr̀es grandes valeurs dev, la distribution de probabilité se rapproche de plus en
plus de celle pŕedite par la ḿecanique classique, dans laquelle, l’oscillateur réside pour la
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majeure partie du temps au voisinage des points de rebroussement définis par l’intersection
du potentielV (x) avec le niveau E. Cette tendance est illustréeà la figure 2.7.

FIG. 2.6 –Les premiers niveaux d’énergie de l’oscillateur unidimensionel avec (a) leur
fonction propre associée, (b) la distribution de probabilité de pŕesence associée.

Opérateurs de cŕeation et d’annihliation

On peut d́emontrer les ŕesultatsénonćes ci-haut par une approcheélégante utilisant des
opérateurs sṕeciaux non hermitiens construitsà partir dex̂, p̂x selon :

â =

√
mω

2h̄
x+

i√
2mh̄ω

p̂x (2.42)
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FIG. 2.7 –Distribution de probabilit́e de pŕesence associéeà v = 30 d’un oscillateur har-
monique unidimensionel

â† =

√
mω

2h̄
x− i√

2mh̄ω
p̂x (2.43)

Ils satisfontà la relation de commutation simple suivant (voir problème 8(c) ) :

[â, â†] = 1 (2.44)

et l’on peutécrire l’HamiltonienĤ de eq.(2.37) sous la forme (voir problème 8(d) )

Ĥ = h̄ω(â†â+
1

2
) (2.45)

On voit donc que, m̂eme si les oṕerateurŝa†, â ne sont pas hermitiens, donc ils ne peuvent
pas repŕesenter une grandeur physique (observable), leur produit,
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N̂ = â†â (2.46)

est hermitien, et représente un observable. Il est appelé oṕerateur denombre d’excitations
ou dequanta vibrationnels, et l’́equation (2.62)́evoque d́ejà, mais au niveau d’opérateurs,
la relation entre l’́energie vibrationelle et ce nombre de quanta, eq.(2.40) (qui resteà
démontrer). Notons,̀a cette fin, que tout́etat propre deN̂ , qu’on d́esignera parψv (que
l’on supposera norḿee) est ńecessairementétat propre dêH

N̂ψv = vψv ⇐⇒ Ĥψv = h̄ω(v +
1

2
)ψv

Trouver la quantification dêH (de l’énergie) c’est donc trouver celle dêN . On doit donc
examiner quelles valeurs peut prendrev dans l’́equation pŕećedente.

On note d’abord que

v = < ψv|N̂ |ψv >

=
∫ ∞

−∞
dxψ∗v(x)â

†âψv

=
∫ ∞

−∞
dx(âψv)

∗âψv

=
∫ ∞

−∞
dx|âψv)|2

donc que
v ≥ 0 (2.47)

En fait on peut v́erifier que la plus petite valeur que peut prendrev est0, correspondant̀a
uneénergie (valeur propre dêH) de h̄ω/2, car une fonction propre dêH avec cette valeur
propre existe et est donnée par (probl̀eme 8(a))

ψ0(x) ∝ exp (−mω
2h̄

x2) Ĥψ0 =
h̄ω

2
ψ0 (2.48)

Il resteà montrer que les autres valeurs propres deN̂ sont entiers. Pour ce faire, notons que
(voir probl̀eme 8(b))

N̂(â†ψ0) = (â†ψ0)

ce qui montre quêa†ψ0 est fonction propre dêN avec valeur propre1. Plus ǵeńeralement,

N̂(â†ψv) = (v + 1)(â†ψv)
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ce qui veut dire que, si l’on connait déjà la fonction propreψv de N̂ , alors, en laissant
opérerâ† dessus, on obtient une fonction propre deN̂ avec valeur proprev+1. L’opérateur
â† créeun quantum vibrationel de plus quand il agit sur unétat avecv quanta. C’est pour
cette raison qu’on l’appelleopérateur de création. De m̂eme,

N̂(âψv) = â†â(âψv)

= â†ââψv

= (ââ† − [â, â†])âψv

= (ââ† − 1)âψv

= (ââ†âψv − âψv)

= (âN̂ψv − âψv)

= âvψv − âψv

= (v − 1)âψv

Donc
N̂(âψv) = (v − 1)(âψv)

ce qui veut dire que, en laissant agir l’opérateur̂a surψv, on obtient une fonction propre de
N̂ avec valeur proprev − 1. L’opérateur̂a enlèveun quantum vibrationel quand il agit sur
un état avecv quanta. Pour cette raison, on l’appelleopérateur d’annihilation .

On voit donc quev ne peut paŝetre autre chose qu’un nombre entier, car s’il existe unétat
ψv avecv compris entre0 et 1, par exemple, alors en laissant agirâ surψv, on obtiendrait
un état propre deN̂ avec une valeur propre négative, ce qui contradirait eq.(2.47). Ceci
ach̀eve la d́emonstration de la loi de quantification de l’énergie donńeeà l’équation (2.40).

On connait d́ejà la forme explicite de la fonction d’onde de l’état fondamental.̀A une
constante de normalisation près, elle est donńee par l’́equation (2.48). Toujours̀a une
constante de normalisation près, les autres fonctions propresψv de Ĥ (et de N̂ ), sont
obtenues en laissant agirâ† sur ψ0 v fois de suite. Pour̂etre pŕecis, compte tenu de la
normalisation desψv, on doit utiliser

â†ψv(x) =
√
v + 1ψv+1(x) (2.49)

âψv(x) =
√
vψv−1(x) (2.50)
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Donc

ψv =
1√
v!

(â†)vψ0 (2.51)

On vérifiera ainsi que lesψv(x) ainsi ǵeńeŕees ont la forme sṕecifiée par eq.(2.41).

Spectroscopie vibrationnelle

Le moment dipolaire d’une molécule diatomique dans sonétatélectronique fondamental
est ǵeńeralement une fonction analytique de la distance internucléaireR. On peut donc la
développer, en śerie de Taylor, sous la forme

~µ(R) = ~ε[µ0 + (R−Re)µ
′(Re) +

1

2
(R−Re)

2µ”(Re) + ...+
1

k!
(R−Re)

kµk(Re) + ..]

(2.52)
où µ0 = µ(Re) et µ′, µ”, ...µk(Re) sont les premìere, seconde et géńeralement k-ìeme
dérivées de l’amplitude de~µ par rapport̀aR, toutesévalúees enRe.
Si toutes ces d́erivées sont nulles, c’està dire que le moment dipolaire permanent est une
constante par rapportàR, alors

< v|~µ(R)|v′ >= ~εµ0 < v|v′ >= ~εµ0δv,v′

et aucune transition vibrationnelle ne serait possible, car, selon eq.(1.60) du chapitre 1,
Pv→v′(t) = 0 dans ce cas, et ce pour toute paire(v, v′ 6= v). On ne peut donc avoir une
spectroscopie vibrationnelle que si la molécule diatomique possède un moment dipolaire
permanent qui varie de façon non-triviale au cours des vibrations.
Très souvent, la śerie (2.52) est domińee par le terme lińeaire enx = (R−Re) et le moment
de transition gouvernant le spectre vibrationnel pur se réduità

< v|~µ(R)|v′ > = ~εµ′(Re) < v|(R−Re)|v′ >= ~εµ′(Re) < v|x|v′ >
∝ ~εµ′(Re)

(√
v + 1δv′,v+1 +

√
vδv′,v−1

)
(2.53)

(voir probl̀eme 8 pour la d́emonstration de ce résultat), d’òu la r̀egle de śelection :

∆v = v′ − v = ±1 (2.54)

bien connue en spectroscopie vibrationnelle.
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2.2.4 Oscillateur multidimensionnel : Solutions

Pour un oscillateur multidimensionnel, décrit par (2.38) et mod́elisant lesnmodes normaux
d’une moĺecule polyatomique, on obtient, après la śeparation de variables mentionnée
préćedemment
– Quantification de l’́energie

E{v} =
∑

i

(vi +
1

2
)h̄ωi, vi ∈ N,∀i = 1, 2, 3, . . . , n. (2.55)

– Fonction propre

ψ{v}(qi) = N{v}
∏
i

Hvi
(

√
ωi

h̄
qi) exp{−ωi

2h̄
q2
i }. (2.56)

– Règles de śelection:
Il suffit de remplacer le d́eveloppement de eq.(2.52) par

~µ(qi) = ~ε[µ(0) +
∑

i

qiµi(0) +
1

2

∑
i

∑
j

qiqjµij(0) + ..] (2.57)

où µi(0), µij(0)... sont des d́erivées deµ par rapport̀a qi, qi et qj, toutesévalúeesà la
géoḿetrie d’́equilibre de la moĺecule. Eq.(2.58) se géńeralise en

< v|~µ(R)|v′ > = ~ε
∑

i

µi(0) < v1, v2, ..vi, ...|qi|v′1, v′2, ..v′i, ... >

∝ ~ε
∑

i

µi(0)
(√

vi + 1δv′
i,vi+1 +

√
viδv′

i,vi−1

)
(2.58)

et les r̀egles de śelection pour le cas den modes sont

∆vi = ±1, i = 1, 2, ...n (2.59)
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À titre d’exemple, consid́erons la moĺeculeSO2 dans l’approximation harmonique. Les
trois modes normaux de cette molécule sont
– mode de valence syḿetrique,ν1 = 1151, 4 cm−1,
– mode de d́eformation,ν2 = 517, 7 cm−1,
– mode de valence asymétrique,ν3 = 1361, 8 cm−1.
Le tableau 2.2 compare les prédictions th́eoriques du spectre vibrationnel de cette molécule
avec les observations expérimentales. On note que l’approximation harmonique donne une
image fort fid̀ele des vibrations de cette molécule. On note aussi que les intensités des
bandes du spectre confirment la règle de śelection (2.59), c.̀a d. la dominance du terme
linéaire dans le d́eveloppement deµ(qi).
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v1 v2 v3 (∆E/hc) observ́ees Intensit́e (∆E/hc) prédites
0 0 0 - - -
1 0 0 1151,4 565 1151,4
0 1 0 517,7 455 517,7
0 0 1 1361,8 1000 1361,8
0 3 0 1535,0 0,1 1553,1
1 1 0 1665,1 0,1 1669,1
0 1 1 1875,6 6,0 1879,5
2 0 0 2295,9 5,5 2302,8
1 0 1 2499,6 20,0 2513,2
0 0 2 2715,5 0,2 2723,6
2 1 0 2808,3 0,8 2820,5
1 1 1 3011,3 0,02 3030,9
3 0 0 3431,2 0,01 3454,2

TAB . 2.2 – Transitions observ́ees dans le spectre vibrationnel deSO2, compaŕees aux
prédictions th́eoriques baśees sur l’approximation harmonique. Les intensités des transi-
tions sont relatives̀a la transition(000)− (001), qui est normaliśee arbitrairement̀a 1000
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2.3 Exercices

Particules dans une bôıte

1. Montrez que< px >= 0 dans toutétat stationnaire de la particule dans une boite
unidimensionnelle.

2. Montrez que

exp(ikx)√
L

est une fonction propre de l’opérateur p̂x. Quelle en est la valeur propre ? Vérifiez
que cette fonction propre est bien normée sur la boiteI = [0, L].

3. On peut ŕe-́ecrireψn(x), (2.10) sous la forme

ψn(x) =
1

i
√

2

{
exp(iknx)√

L
− exp(−iknx)√

L

}
.

En utilisant les ŕesultats de l’exercice préćedent, d́eterminez la probabilit́e que l’im-
pulsion,px, de la particule pŕepaŕee dans l’́etatψn vaut i)−h̄kn, ii) +h̄kn, iii) une
valeur quelconque autre que±h̄kn.

Pouvez-vous expliquer le résultat< px >= 0 sur la base de vos observations ?

4. Soit une particule dans une boı̂te unidimensionnelle[0, L]. On supposera que cette
particule est pŕepaŕee au tempst = 0 dans l’́etat norḿe suivant :

Ψ(x, 0) =
4√
10

{
3

4
ψ1(x)−

1

4
ψ3(x)

}
où

ψn(x) =

√
2

L
sin (

nπx

L
)

est la fonction propre norḿee deĤ assocíeeà la valeur propreEn = n2h2/8mL2.

(a) En d́eduire l’expression de la fonction d’étatΨ(x, t) à un tempst > 0.

(b) Déterminez la probabilit́e de trouver, au temps t, la particule possédant
– uneénergieE = E1,
– uneénergieE = E3,
– une impulsionpx = +πh̄/L,
– une impulsionpx = −3πh̄/L
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5. En th́eorie cińetique des gaz, une mole d’un gaz parfait est un système deN0 moĺecules
consid́erées comme des particules indépendantes, se mouvant librement dans une
bôıte cubique de ĉotéL.

(a) Écrivez l’Hamiltonien de ce système1.

(b) Quelles sont, en unité deE1 = h2/8mL2, l’ énergie de l’́etat fondamental et
celle du premieŕetat excit́e du syst̀eme ? Donnez la d́eǵeńerescence respective
de chacun de ces niveaux.

(c) Écrivez la fonction d’onde d́ecrivant l’état fondamental de ce système.

6. Une particule de massem est contraintèa se mouvoir dans une boı̂te carŕe de ĉoté
L.

(a) Construisez un diagramme de niveaux d’énergie pour ce système, montrant tous
les niveaux d’́energie inf́erieureàE = 13(h2/8mL2). Indiquez la d́eǵeńerescence
respective de chaque niveau.
La bôıte bidimensionnelle carrée peut-̂etre utiliśee dans un mod̀ele simple de la
chlorophylle, un système de 26́electronsπ conjugúes dans un plan.

(b) Écrivez l’Hamiltonien d́ecrivant ce système en traitant les 26́electronsπ comme
des particules ind́ependantes se mouvant dans la boı̂te.

(c) Esquissez toutes les séparations de variables que l’on doit effectuer pour décrire
lesétats stationnaires de la chlorophylle dans ce modèle.

Oscillateur harmonique

7. Par une certaine technique d’excitation au laser, on a pû préparer, au tempst = 0,
la moĺeculeHCl dans l’́etat vibrationnel norḿe suivant :

Ψ(x, 0) =
1√
2
{ψ0(x)− ψ2(x)}

où ψv(x), v = 0, 1, 2, ... sont des fonctions propres normées de l’HamiltonienĤ de
l’ équation (2.37).

(a) En d́eduire l’état vibrationnel de la moléculeΨ(x, t) à un tempst > 0.

(b) Déterminez la probabilit́e que la moĺecule ainsi pŕepaŕee poss̀ede, au temps t
– uneénergie vibrationnelle de(3/2)h̄ω,
– uneénergie vibrationnelle de(5/2)h̄ω.

(c) Calculez la valeur moyenne de l’énergie vibrationnelle de la moléculeà un
tempst > 0.

1Utilisez les symboles de sommation
∑

et de produit
∏

.
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8. On consid̀ere dans ce problème un oscillateur harmonique unidimensionnel défini
par l’ équation (2.37).

(a) Vérifiez que

ψ0(x) = exp (−mω
2h̄

x2) (2.60)

est la fonction propre dêH assocíeeà l’ état fondamental de l’oscillateur.

(b) En utilisant la d́efinition des oṕerateurs d’annihilation et de création â, â†,
eqs.(2.42 ),(2.43), et en vous rappelant quep̂x = (h̄/i)d/dx, montrez que
ψ1 = â†ψ0 est une fonction propre dêH avec valeur propre3h̄ω/2.

(c) Démontrez la relation de commutation suivante :

[â, â†] = 1 (2.61)

(d) Démontrez la relation suivante :

Ĥ = h̄ω(â†a+
1

2
) (2.62)

(e) Vérifiez queψ2 ∝ a†ψ1 (ψ1 a ét́e d́efinie ci haut) est fonction propre dêH avec
valeur propre5h̄ω/2.

(f) En employant les propriét́es qu’on vient de citer des opérateursâ, â†, (2.49),
(2.50) et (2.61) incluant leur d́efinition, (2.42) et (2.43), d́emontrez, pour tout
état stationnaireψv de l’oscillateur harmonique, les résultats suivants :

i. < x >= 0,

ii. < px >= 0,

iii. < x2 >= h̄
mω

(v + 1
2
),

iv. < p2
x >= mh̄ω(v + 1

2
),

v. < Ecin >=< Epot >= 1
2
Etot

(g) Démontrez la relation suivante (règle de śelection) :

< v|x|v′ >=def< ψv|x|ψv′ >=

√
h̄

2mω
(
√
v + 1δv′,v+1 +

√
vδv′,v−1) (2.63)

9. La fonction suivante, appelée fonction de Morse, est souvent utilisée comme un
mod̀ele plus ŕealiste du potentiel ŕegissant les mouvements nucléaires de moĺecules
diatomiques :

U(x) = De(1− e−βx)2 (2.64)
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où x = (R − Re) et De est l’énergie de dissociation de la molécule. D́eveloppez
la fonctionU(x) en śerie de Taylor au voisinage dex = 0 pour obtenir, au second
ordre, un potentiel d́ecrivant un oscillateur harmonique. Comment la constante de
force, donc la fŕequence de l’oscillateur sont-elles reliées aux param̀etresDe etβ de
(2.64) ?

PourHCl,De = 7, 31× 10−19 J etβ = 1, 82× 1010 m−1. Calculez la constante de
force de rappel deHCl.



Chapitre 3

SYSTÈMES HYDROGÉNOÏDES

On consid̀ere dans ce chapitre la quantification d’un système ǵeńerique comportant deux
corps (particules) en interaction mutuelle et se mouvant dans l’espace tridimensionnelle.
On d́emontrera dans un premier temps que, si la séparation des variables dynamiques
décrivant individuellement chacun des deux corps est impossible, par contre, le mouve-
ment d’ensemble du système (celui du centre de masse) et le mouvement interne, dit encore
mouvement relatif, sont séparables. En outre, si le potentiel est centro-symétrique, le mou-
vement interne peut encore se décomposer en un mouvement de rotation et un mouvement
radial. La quantification du mouvement rotationnel est intimement reliéeà celle du moment
cinétique. Le chapitre offre une première introductioǹa la notion de moments angulaires
en ḿecanique quantique.

3.1 Syst̀emesà deux corps : mouvements du centre de masse
et mouvements relatifs

Nous nous int́eresserons icìa la ḿecanique d’un système comportant deux particules : il
s’agit du noyau, de masseM et de charge+Ze, et unélectron de masseme et de charge
−e, dans le cas de l’atome hydrogénöıde. Il peut aussi s’agir de deux particules (qu’on
désignera N et e, sans signifier que ce soient un noyau et unélectron) rigidement reliées
ensemble et effectuant un mouvemnt de rotation pur (rotateur rigide). Le type de système
qui nous concerne dans ce chapitre est donc décrit par l’Hamiltonien suivant :

55
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3.1.1 Hamiltonien

Ĥ =
p̂2

N

2M
+

p̂2
e

2me

+ V (~re − ~RN)

= − h̄2

2M
∇2

N −
h̄2

2me

∇2
e + V (~re − ~RN), (3.1)

~re et ~RN étant les vecteurs de position des deux particulese etN , respectivement. Le po-
tentielV (~re− ~RN) dépend des deux vecteurs~re et ~RN sṕecifiquement̀a travers la distance
|~re − ~RN |. Un tel potentiel est centrosyḿetrique. Dans le cas de l’atome hydrogénöıde, il
est d́efini par

V (~re − ~RN) = − Ze2

(4πεo) | ~re − ~RN |
(3.2)

en unit́es S.I,ε0 étant la permittivit́e du vide.
Dans le cas du rotateur rigide, le potentiel est

V (~re − ~RN) =

{
0 |~re − ~RN | = d

∞ |~re − ~RN | 6= d
(3.3)

3.1.2 Ŕeférentiel du centre de masse

Les mouvements des deux particules sont corrélés car les deux corps interagissentà travers
le potentielV (~re − ~RN). On ne peut donc pas effectuer une séparation de variables entre
~re et ~RN . Par contre, une séparation de variables est possible entre la coordonnée du centre
de masse

~RCM ≡
me~re +M ~RN

me +M
, (3.4)

et la coordonńee relative de l’́electron par rapport au noyau
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~rrel ≡ ~re − ~RN . (3.5)

La disposition de ces nouveaux vecteurs de position, définis dans le système du centre de
masse, par rapport aux anciens vecteurs de position, définis dans le système du laboratoire,
est illustŕeeà la figure 3.1.
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FIG. 3.1 –Réf́erentiel du centre de masse

En utilisant les relations (3.4) et (3.5), et les lois de transformations correspondantes des
impulsions, qui sont données par (problème 1a)
– Impulsion du centre de masse

~PCM ≡
h̄

i
~∇CM =

h̄

i
(~∇e + ~∇N) = ~pe + ~pN , (3.6)

– Impulsion relative

~prel ≡
M~pe −me~pN

me +M
, (3.7)
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on obtient,̀a partir de (3.1), (problème 1b)

Ĥ =
P̂ 2

CM

2M tot

+
p̂2

rel

2µ
+ V (~rrel) (3.8)

où

Mtot ≡ me +M (3.9)

est la masse totale du système, et

µ ≡ meM

M tot

(3.10)

est sa masse réduite.

3.1.3 Śeparation entre le mouvement du centre de
masse et le mouvement relatif

On voit clairement que, dans le référentiel du centre de masse, l’Hamiltonien̂H est mis
sous une forme séparable, car (3.8) peut s’écrire

Ĥ = ĤCM + Ĥrel, (3.11)

avec

ĤCM ≡
P̂ 2

CM

2M tot

, (3.12)

et

Ĥrel ≡
p̂2

rel

2µ
+ V (~rrel). (3.13)

En termes des coordonnées~RCM et ~rrel, la fonction d’onde d́ecrivant unétat stationnaire
du syst̀emeà deux corps est donc un produit de fonctions d’onde individuelles, l’une pour
le mouvement du centre de masse, l’autre pour le mouvement relatif
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ψtot(~RCM , ~rrel) = ηCM(~RCM)ψrel(~rrel), (3.14)

et l’énergie de cet́etat est la somme desénergies de mouvement respectives.

Etot = ECM + Erel, (3.15)

avec

ĤCMηCM(~RCM) = ECMηCM(~RCM), (3.16)

et

Ĥrelψrel(~rrel) = Erelψrel(~rrel). (3.17)

L’HamiltonienĤCM apparaissant dans (3.16) aét́e d́efini plus haut ; (3.12) d́ecrit le mouve-
ment du centre de masse, ou le mouvement translationnel d’ensemble de l’atome. Ce mou-
vement est celui d’une particule de masseMtot dans une boite tridimensionnelle de volume
infini. Les fonctions propres et valeurs propres pour ce mouvementétant d́ejà obtenues au
chapitre pŕećedent, on se limiteràa l’étude de l’́equation śepaŕee pour le mouvement relatif,
ou mouvement interne, (3.17). Comme aucune confusion ne serait plus possible,à partir de
la section suivante, nous laisserons tomber, pour simplifier les notations, la mentionrel en
indice inf́erieur.

3.2 Mouvement interne

3.2.1 Hamiltonien en coordonńees polaires

Potentiel centrosyḿetrique général

Avec Ĥrel donńe par (3.13), l’́equation de Schrödinger pour le mouvement relatif, (3.17),
est {

− h̄
2

2µ
∇2 + V (~r)

}
ψ(~r) = Eψ(~r). (3.18)

Dans les cas présents, òu le potentielV (~r) est centrosyḿetrique, c’est-à-dire qu’il ne
dépend que de la longueur du vecteur position~r, et non de son orientation, l’équation
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(3.18), telle qu’́ecrite, en coordonńees cart́esiennes, n’est pas séparable ; en effet, en coor-
donńees cart́esiennes, la longueur de~r est

| ~r |≡
√
x2 + y2 + z2

et le potentielV n’est pas śeparable en trois composantes chacune ne dépendant que d’une
seule des trois variablesx, y et z. L’Hamiltonien n’est donc pas de forme séparable. Ce-
pendant, l’́equation de Schrödinger (3.18) est śeparable en coordonnées polaires d́efinies
par
coordonnées polaires

r ≡| ~r |≡
√
x2 + y2 + z2, 0 ≤ r ≤ ∞ (3.19)

θ ≡ arccos

(
z√

x2 + y2 + z2

)
, 0 ≤ θ ≤ π (3.20)

ϕ ≡ arctan
(
y

x

)
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π (3.21)

............................
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FIG. 3.2 –Définition des coordonńees polairesr, θ et φ

car, dans ce système de coordonńees, illustŕe à la figure 3.2, le potentiel ne dépend que
d’une des trois variables polaires, le rayonr. Il est ind́ependant des deux anglesθ et ϕ.
On montre, apr̀es un long et fastidieux développement mathématique, que l’Hamiltonien
Ĥ prend la forme suivante en coordonnées polaires :
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Ĥ = T̂r +
L̂2

2µr2
+ V (r) (3.22)

où

T̂r ≡ −
h̄2

2µ

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
(3.23)

est l’oṕerateurénergie cińetique pour le mouvement radial de l’électron par rapport au
noyau, et̂L2 est l’oṕerateur associé au carŕe du vecteur moment cinétique (voir chapitre 1).
En coordonńees polaires, cet opérateur s’́ecrit

L̂2 = −h̄2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
. (3.24)

Rotateur rigide

Dans ce cas,r est fix́e, correspondant̀a

T̂r = 0, V (r) =

{
0 r = Re

∞ r 6= Re

L’Hamiltonien se ŕeduit alors̀a

Ĥrot =
L̂2

2I
; I = µR2

e (3.25)

3.2.2 Constantes du mouvement

Énergie et moment cińetique

On note quêL2 est un oṕerateur diff́erentiel par rapport aux anglesθ etϕ seulement. Il com-
mute donc avec tout opérateur ne d́ependant que de la variable radialer, dont l’oṕerateurT̂r

et le potentielV (r) dans l’expression dêH, (3.22). C’́etait aussi ce fait qui nous a permis
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d’écrire le terme central dans cette expression, le terme contenant le produit de l’opérateur
L̂2 avec l’oṕerateur1/r2, sans pr̂eter une attention particulière à l’ordre d’apparition de
ces deux oṕerateurs. Par conséquent,L̂2 commute aveĉH. On a d́ejà vu (chapitre 1) que
L̂2 commute avec n’importe quelle composanteL̂α du vecteur moment cińetique. En coor-
donńees polaires, la composanteL̂z prend la forme particulièrement simple suivante :

L̂z =
h̄

i

∂

∂ϕ
. (3.26)

On vérifie alors quêLz commute aussi aveĉH, étant un oṕerateur diff́erentiel par rapport
à l’angleϕ seulement.
En ŕesuḿe, on a

ECOC d’un système centrosyḿetrique

[Ĥ, L̂2] = 0, (3.27)

[Ĥ, L̂z] = 0, (3.28)

et

[L̂2, L̂z] = 0. (3.29)

Le syst̀eme admet donc deux constantes du mouvement, (à part l’́energie ) :L2 ou encore la
longueur du vecteur moment cinétique~L, et une de ses composantes, désigńee ici arbitrai-
rement comméetant la composanteLz. Les oṕerateursĤ, L̂2, L̂z forment donc l’ensemble
d’observables commutatifs (ECOC) du système. Notons bien que seule une composante de
~L peutêtre sṕecifiée simultańement avec l’́energieE et la longueur| ~L |. Ceci d́ecoule du
fait que les trois composantes de~L ne sont pas mutuellement commutatives.

3.2.3 Moment angulaire quantique

Définition

Le moment cińetique~L est un exemple de moment angulaire. Un moment angulaire est un
triplet d’opérateursĴx, Ĵy et Ĵz satisfaisant aux relations de commutation suivantes, dites
relations de commutation cycliques :
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relations de commutation cycliques

[Ĵx, Ĵy] = ih̄Ĵz, (3.30)

[Ĵy, Ĵz] = ih̄Ĵx, (3.31)

[Ĵz, Ĵx] = ih̄Ĵy (3.32)

Quantification

On peut montrer, de façon toutà fait ǵeńerale, que

1. l’opérateurĴ2 ≡ Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z commute avec n’importe quelle composanteĴx, Ĵy

ou Ĵz

2. les vecteurs propres communs deĴ2 et deĴα, α = x, y ouz, (on prend ǵeńeralement
α = z), sont sṕecifiés par deux nombres quantiquesj etm, j pouvantêtre entier ou
demi-entier, mais est toujours positif, etm varie par pas entier de−j jusqu’̀a+j.

3. les valeurs propres dêJ2 sont gouverńees parj

(J2)j = j(j + 1)h̄2, (3.33)

tandis que celles dêJzsont gouverńees parm

(Jz)m = mh̄.
(3.34)

Il est important de noter que ces résultats d́ecoulent strictement et rigoureusement des rela-
tions de commutation cycliques (3.30)-(3.32), c’est-à-dire qu’elle peuvent se démontrer de
façon purement alǵebrique.

Moment cinétique

Dans le cas du moment cinétique~L, dont les composantes sont des opérateurs diff́erentielles
par rapport aux anglesθ etϕ, et dont les fonctions propresf(θ, ϕ) doivent satisfairèa une
condition de ṕeriodicit́e du type

f(θ, ϕ+ 2π) = f(θ, ϕ), (3.35)
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on montre que le nombre quantiquem doit être entier (m ∈ Z), et le nombre quantiquej,
appeĺe commuńementl plutôt, est ńecessairement entier. Les fonctions propres communes
à L̂2 et L̂z sont appeĺeesharmoniques sph́eriques; on les noteY m

l (θ, ϕ). Elles sont de la
forme ǵeńerale suivante :

Y m
l (θ, ϕ) = N

|m|
l P

|m|
l (cos θ)eimϕ, (3.36)

où P |m|
l (cos θ) est une fonction sṕeciale decos θ connue en math́ematique sous le nom de

’fonction assocíee de Legendre’. On trouve au tableau 3.1 l’expression explicite de cette
fonction pour les premières valeurs del. Le tableau 3.2 donne l’expression des premières
harmoniques sph́eriquesY m

l (θ, ϕ).

P 0
0 (x) = 1
P 0

1 (x) = x
P 1

1 (x) = (1− x2)1/2

P 0
2 (x) = 1

2
(3x2 − 1)

P 1
2 (x) = 3x(1− x2)1/2

P 2
2 (x) = 3(1− x2)
P 0

3 (x) = 1
2
(5x3 − 3x)

P 1
3 (x) = 3

2
(5x2 − 1)(1− x2)1/2

P 2
3 (x) = 15x(1− x2)
P 3

3 (x) = 15(1− x2)3/2

TAB . 3.1 – Les premìeres fonctions associées de Legendre. Dans toutes les expressions
montŕeesx = cosθ

Par d́efinition,Y m
l est une fonction propre commune deL̂2et L̂z, avec valeur proprel(l +

1)h̄2 etmh̄ respectivement :

harmoniques sph́eriques

L̂2Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)h̄2Y m

l (θ, ϕ) l ∈ N (3.37)

L̂zY
m
l (θ, ϕ) = mh̄Y m

l (θ, ϕ) m ∈ Z, | m |≤ l (3.38)
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Y 0
0 (θ, ϕ) = 1√

4π

Y 0
1 (θ, ϕ) =

√
3
4π

cos θ

Y 1
1 (θ, ϕ) =

√
3
8π

sin θeiϕ

Y −1
1 (θ, ϕ) =

√
3
8π

sin θe−iϕ

Y 0
2 (θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1)

Y 1
2 (θ, ϕ) =

√
15
8π

sin θ cos θeiϕ

Y −1
2 (θ, ϕ) =

√
15
8π

sin θ cos θe−iϕ

Y 2
2 (θ, ϕ) =

√
15
32π

sin2 θe2iϕ

Y −2
2 (θ, ϕ) =

√
15
32π

sin2 θe−2iϕ

TAB . 3.2 –Expression explicite des premières harmoniques sphériques

Spin

Il existe des moments angulaires qui, contrairementà ~L, le moment cińetique orbital, n’ont
pas d’́equivalent classique. Le spin en est un exemple. Dans ce cas, aucune contrainte due
à une condition de ṕeriodicit́e normale n’est ńecessaire, et on peut avoirj demi-entier.
Chaque particule a un spin avec un nombre quantiquej fixé, que l’on d́esigne pars ou
I plutôt. L’électron, par exemple, a un spins = 1/2. Il ne peut donĉetre que dans l’un
ou l’autre des deux́etats de spin,ωms , suivants (il n’est pas ńecessaire de mentionner le
nombre quantiques dans l’́etat de spin, ce nombréetant fix́e) :
– ms = +1/2 ω1/2 ≡ α
– ms = −1/2 ω−1/2 ≡ β

États de spinélectronique

Ŝ2ω±1/2 =
1

2
(
1

2
+ 1)h̄2ω±1/2 =

3

4
h̄2ω±1/2 (3.39)

Ŝzω±1/2 = ±1

2
h̄ω±1/2 (3.40)
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3.2.4 Śeparation des variables en coordonńees polaires

Rotateur rigide

Dans ce cas, commer est fix́e àRe, et l’HamiltonienĤrot, eq.(3.25), ne d́epend que des
angles(θ, φ), étant directement proportionnelà L̂2. En d’autres termes, les harmoniques
sph́eriquesY m

l sont directement fonctions propres deĤrot :

ĤrotY
m
l =

L̂2

2I
Y m

l =
l(l + 1)h̄

2I
Y m

l . (3.41)

L’ énergie du rotateur rigide (énergie rotationnelle d’une molécule diatomique) est donc
quantifíee selon la loi

εl = l(l + 1)
h̄

2I
, gl = 2l + 1, l ∈ N (3.42)

La déǵeńerescencegl = 2l+ 1 de chaque niveauεl provient des2l+ 1 valeurs possibles de
m, pour unl fixé. L’énergie du système ne d́epend que del tandis que leśetats stationnaires
dépendent dem, en plus del. Donc, une valeur de cettéenergie,εl correspond̀a plusieurs
états distincts.
On montre,̀a partir des propriét́es des harmoniques sphériques, que le spectre rotationnel
pur est ŕegi par la r̀egle de śelection

∆l = ±1.

Le probl̀eme 3à la fin de ce chapitre propose une exploration de la description théorique
des spectres ro-vibrationnels d’une molécule diatomique.

Atome hydrogénöıde

Dans le cas plus ǵeńeral d’un syst̀eme centrosyḿetrique quelconque, dont celui de l’atome
hydroǵenöıde, les consid́erations des constantes de mouvements de la section préćedente
sugg̀erent que l’ońecrive les fonctions propres dêH sous la forme suivante

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y m
l (θ, ϕ). (3.43)
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Substituant (3.43) dans l’équation de Schrödinger, (3.18), avec l’Hamiltonien̂H exprimé
en coordonńees polaires selon (3.22), on obtient uneéquation pour le facteur radialR(r) :

{T̂r +
l(l + 1)h̄2

2µr2
+ V (r)}R(r) = ER(r) (3.44)

Dans le cas òu V (r) est le potentiel de Coulomb, (3.2), cetteéquation radiale ne donne lieu
à une solutionR(r) normable, c.̀a.d. qui ne diverge pas nià l’origine ni à l’infini, que pour
des valeurs de l’énergie ŕepondant̀a la loi de quantification suivante

En = − 1

(4πε0)2

µZ2e4

2h̄2

1

n2
n ∈ N∗ (3.45)

Le nombre quantiquen est appeĺenombre quantique principal. Pour une valeur donnée de
ce nombre, il existe plusieurs solutions pour la fonctionR(r) selon la valeur du nombre
quantiquel. D’où l’identification des solutions de (3.44) par la paire(n, l) ; on les note
Rnl(r). Ce sont des fonctions réelles de la variabler ; Elles poss̀edent toutes la structure
géńerale d’un produit d’une exponentielle décroissante par un polynôme de degŕe n − l,
appeĺe polyn̂ome de Laguerre.
Les premìeres fonctionsRnl(r) sont donńees au tableau 3.3. Leur expression contient un
param̀etre constant qui a la dimension d’une longueur :

a0 = 4πε0
h̄2

µe2
. (3.46)

Cette constante est appeléerayon de Bohret vaut 0.5292̊A.
On trouve aussi que le nombre quantiquel est soumis̀a la condition

l ≤ n− 1,

ce nombre quantique est appelé nombre quantique azimutal. Le nombre quantiquem, qui
varie, rappelons-le, de−l à +l par valeurs entières, porte le nom denombre quantique
magńetique.
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R10(r) =
(

Z
a0

)3/2
2e−(Zr/a0)

R20(r) =
(

Z
a0

)3/2
1

2
√

2
(2− Zr

a0
)e−(Zr/2a0)

R21(r) =
(

Z
a0

)3/2
1

2
√

6
Zr
a0
e−(Zr/2a0)

R30(r) =
(

Z
a0

)3/2
1

9
√

3
(6− 4Zr

a0
+ 4Z2r2

9a2
0

)e−(Zr/3a0)

R31(r) =
(

Z
a0

)3/2
1

9
√

6
(8Zr

3a0
+ 4Z2r2

9a2
0

)e−(Zr/3a0)

R32(r) =
(

Z
a0

)3/2
1

9
√

30
4Z2r2

9a2
0
e−(Zr/3a0)

TAB . 3.3 –Premìeres fonctions d’onde radiales de l’atome hydrogénöıde

3.3 Propriétés des solutions

3.3.1 Ŕecapitulation

En ŕesuḿe, lesétats stationnaires de l’atome hydrogénöıde sont sṕecifiés par trois nombres
quantiquesn ∈ N∗, l = 0, 1, 2, ..n − 1 etm = −l,−l + 1, . . . ., l − 1,+l. Cesétats sont
décrits par
– fonctions d’onde

ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Y
m
l (θ, ϕ) (3.47)

– énergies

En = −Z
2

n2
Ry (3.48)

avec

Ry ≡ 1

(4πε0)2

µe4

2h̄2

définissant laconstante de Rydberg.
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– Déǵenérescence des niveaux d’énergie
À chaque niveauEn, correspondgn =

∑
l(2l + 1) = n2 états diff́erents, distingúes par

la valeur del et dem.

3.3.2 Orbitales atomiques

Les fonctionsψnlm(r, θ, ϕ) sont appeĺeesorbitales de l’atome. On adopte la convention
de nomenclature suivante de ces orbitales (notation spectroscopique) : chaque orbitale est
caract́eriśee par la valeur du nombre quantiquen accompagńee par une lettre minuscule
reliéeà la valeur du nombre quantique azimutall. La valeur du nombre quantiquem est
finalement sṕecifiée en indice. On a ainsi :

ψnlm(r, θ, ϕ) ≡ orbitalen(lettre)m (3.49)

L’association d’une lettrèa l’orbitale selon la valeur del est d́efinie au tableau 3.4.

valeur del nom de l’orbitale
0 s
1 p
2 d
3 f
4 g
> 4 ordre alphab́etique

TAB . 3.4 –Convention de nomenclature des orbitales atomiques

Par exemple, l’́etatψ21+1 est appeĺe orbitale2p+1, l’ étatψ320, l’orbitale 3d0, etc. Sur le
diagramme de la figure 3.3 on montre explicitement lesétats distincts associés aux premiers
niveaux d’́energie de l’atome(n ≤ 4). La notation spectroscopique que l’on vient de définir
y était utiliśee.

3.3.3 Équations aux valeurs propres

orbitales complexesψnlm

Les fonctions ou orbitalesψnlm(r, θ, ϕ) sont fonctions propres de

1. l’Hamiltonien Ĥ :
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3s, 3p, 3d

2s, 2p

1s

�
��

4s, 4p, 4d, 4f

Continuum d’ionisation

-1/9

-1/16

-1/4

-1

E(Ry)

0.0 �
�

�
�

�
�

6

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

FIG. 3.3 –Premiers niveaux d’énergie de l’atome d’hydrog̀ene.
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Ĥψnlm(r, θ, ϕ) = Enψnlm(r, θ, ϕ) (3.50)

2. l’opérateurL̂2 :

L̂2ψnlm(r, θ, ϕ) = l(l + 1)h̄2ψnlm(r, θ, ϕ) (3.51)

3. l’opérateurL̂z :

L̂zψnlm(r, θ, ϕ) = mh̄ψnlm(r, θ, ϕ) (3.52)

Notons que toute orbitaleψnlm(r, θ, ϕ) avecm 6= 0 est complexe. Ce caractère complexe
provient de la partie angulaireY m

l (θ, ϕ) de l’orbitale (voir (3.36)). Notons aussi que

ψnlm(r, θ, ϕ)∗ = ψnl−m(r, θ, ϕ)

orbitales réelles

Il est fréquent de remplacer les fonctions complexesψnlm(r, θ, ϕ) par des fonctions réelles
obtenues en combinant linéairementψnlm(r, θ, ϕ) et ψnl−m(r, θ, ϕ), pour en extraire les
parties ŕeelles et imaginaires. C’est ainsi que l’on obtient, par exemple, des orbitales réelles
(normées)2px =

√
2Re(2p+1) et2py =

√
2Im(2p+1) :

2px ≡
1√
2
(2p+1 + 2p−1) =

√
2R21(r).P

1
1 (cos θ). cosϕ

∝ exp(−Zr
2a0

).r. sin θ. cosϕ

∝ x. exp(−Zr
2a0

) (3.53)

2py ≡
1

i
√

2
(2p+1 − 2p−1) =

√
2R21(r).P

1
1 (cos θ). sinϕ
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∝ exp(−Zr
2a0

).r. sin θ. sinϕ

∝ y. exp(−Zr
2a0

) (3.54)

Ces fonctions continuentà être de bonnes fonctions propres deĤ et deL̂2. On a ainsi :

Ĥ[Re(ψnlm)] =
1

2
(Ĥψnlm + Ĥψnl−m)

=
1

2
(Enψnlm + Enψnl−m)

= En
1

2
(ψnlm + ψnl−m) = En[Re(ψnlm)] (3.55)

L̂2[Re(ψnlm)] =
1

2
(L̂2ψnlm + L̂2ψnl−m)

=
1

2
(l(l + 1)h̄2ψnlm + l(l + 1)h̄2ψnl−m)

= l(l + 1)h̄2[Re(ψnlm)] (3.56)

Cependant elles ne sont plus des fonctions propres deL̂z ; par exemple :

L̂z[Re(ψnlm)] =
1

2
(L̂zψnlm + L̂zψnl−m)

=
1

2
(mh̄ψnlm + [−mh̄)]ψnl−m)

6= Const.[Re(ψnlm)] (3.57)

L’avantage que présente leur utilisation réside dans le fait qu’elles sont plus facilesà
repŕesenter graphiquement, et aussi dans leur caractère directionnel pluśevident. La dernìere
ligne de (3.53) montre en effet que la fonction qui y est définie se comporte comme la fonc-
tion x fois une fonction de syḿetrie sph́erique ; d’òu la notation2px. De m̂eme, la fonction
de (3.54) se comporte comme le produit dey avec une fonction de syḿetrie sph́erique ;
d’où la notation2py. Pour les m̂emes raisons, on appelle aussi la fonction2p0, orbitale2pz.

3.3.4 Spin-orbitales

On peut inclure le spin de l’électron dans la description de la structureélectronique de
l’atome. Si on traite le spin comme un degré de libert́e additionnel — degré de libert́e qui
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n’a pas d’analogue classique — alors, l’absence de terme d’interaction entre les degrés de
liberté classiques (positions dans l’espace réelle) et le spin, interaction appelé couplage
spin-orbite, dans l’Hamiltonien tel que d́efini auparavent, (3.1), implique que l’on peut
écrire la fonction d’onde totale, spin inclu, sous la forme de produit

ψnlmms = ψnlm(r, θ, ϕ)ωms . (3.58)

Aux nombres quantiquesn, l,m s’ajoute alors le nombre quantique de spinms = ±1/2, et
chaque niveauEn devient2n2 fois déǵeńeŕe.
Les fonctionsψnlmms sont appeĺeesspin-orbitales: on parle ainsi de spin-orbitales1sα,
1sβ, 2pzα, 2pzβ, etc. La notion de spin-orbitale est surtout importante dans la discussion
de la structuréelectronique des systèmes̀a plusieurśelectrons.

3.3.5 Repŕesentations graphiques des orbitales

Propri étés nodales

De l’expression ǵeńerale des fonctionsRnl(r) etP |m|
l (cos θ), on trouve que

– la partie radialeRnl(r) a (n − l − 1) noeuds. Elle contribue donc(n − l − 1) surfaces
nodales sph́eriques̀a l’orbitaleψnlm(r, θ, ϕ).

– la fonctionP |m|
l (cos θ) a (l − | m |) noeuds1. La partie angulaireY m

l (θ, ϕ) contribue
donc(l − | m |) surfaces nodales coniquesà l’orbitaleψnlm(r, θ, ϕ).

En tout, l’orbitaleψnlm(r, θ, ϕ) (de valeur complexe) a donc(n − | m | − 1) surfaces
nodales.
Consid́erons deux exemples :

1. l’orbitale 2pz ≡ 2p0 ≡ ψ210 n’a qu’une seule surface nodale, figure 3.4. C’est le
plan xy, une surface nodale conique contribuée par la fonctionP 0

1 ; la fonctionR21

n’ayant aucun noeud.

2. l’orbitale 4d0 ≡ ψ420 a trois surfaces nodales : une surface nodale sphérique et deux
surfaces nodales coniques. La disposition de ces surfaces nodales est schématiśeeà
la figure 3.5

La disposition des surfaces nodales coniques dans une orbitaleψnlm(r, θ, ϕ) est bien ŕeflét́ee
dans la repŕesentation dite ’polaire’ de sa partie angulaireP

|m|
l (cos θ) . La figure 3.6 illustre

cette reṕesentation polaire pour un nombre d’orbitales.

1Notons qu’enθ = 0, π, P
|m|
l (cos θ) s’annule pour certaines paires(l, m). Ces valeurs extrêmes deθ
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FIG. 3.4 –Propriét́e nodale de l’orbitale2pz
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FIG. 3.5 –Propriét́e nodale de l’orbitale4d0

(0 ≥ θ ≤ π) ne repŕesentent pas des surfaces nodales.
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Distributions radiales

La partie radialeRnl(r) peutêtre visualiśee directement sur un graphique, comme illustré
à la figure 3.7. Il est cependant plus utile de considérer la quantit́e r2R2

nl(r), car elle
repŕesente une densité de probabilit́e de pŕesence radiale, c’est-à-dire quer2R2

nl(r)dr est
la probabilit́e que l’́electron se trouvèa une distancer du noyau,quel que soit l’orientation
de son vecteur de position; en effet, on v́erifie facilement que

r2R2
nl(r)dr = r2dr

∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
dθ sin θ | ψnlm(r, θ, ϕ) |2, (3.59)

c’est-̀a-dire quer2R2
nl(r)dr est la densit́e de probabilit́e de pŕesence tridimensionnelle|

ψnlm(r, θ, ϕ) |2 intégŕee (somḿee) sur toutes les valeurs possibles des anglesθ et ϕ. La
figure 3.7 montre aussi cette densité de probabilit́e radiale pour un nombre de valeurs den
et l.

Cartes de densit́e

Il existe deux modes de représentation graphique complète de la distribution de probabilité
électronique :
– Courbes d’isodensité : On trace, dans un plan choisi, un réseau de contours sur lesquels la

densit́e totale| ψnlm(r, θ, ϕ) |2 garde une valeur constante donnée. La figure 3.8 illustre
ce proćed́e pour les orbitales3pz, 3dzz, 3dx2−y2 et3dxy.

– Cartes de densité, style photographique : La densité dans uńetat donńe y est repŕesent́ee
par la densit́e de points clairs sur un fond foncé, rappelant l’impact photonique sur une
plaque sensible. On peut appeler ce mode, mode photographique. La figure 3.9 en donne
deux exemples de cette représentation, et montre la carte de densité dans les orbitales
2pz et3pz de l’atome d’hydrog̀ene.
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3.4 Exercices

1. (a) Inversez les relations (3.4) et (3.5) pour exprimer~re, ~RN en termes de~rrel, ~RCM ,
puis en utilisant la ŕegle de diff́erentiation en châıne, d́emontrez les relations
(3.6).

(b) En substituant (3.6), (3.7) dans (3.1), vérifiez le ŕesultat donńe en (3.8).

2. Vérifiez que 1√
2π
eimϕ est fonction propre dêLz = h̄

i
∂

∂ϕ
. Montrez qu’elle ne sastisfait

à la condition de ṕeriodicité (3.35) que sim ∈ Z.

3. Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, le mouvement interne des noyaux dans
une moĺecule diatomique A-B est décrit par l’Hamiltonien relatif

Ĥnucl = T̂R + U(R) +
L̂2

2µR2
(3.60)

où U(R) est le potentiel effectif dans uńetat électronique donńe. Dans l’́etat fon-
damental des diatomiques stables,U(R) atteint un minimum̀a la distance inter-
nucĺeaire d’́equilibreRe de la moĺecule. Il est alors d’usage de représenterĤnucl de
eq.(3.60) sous la forme approchée :

Ĥnucl ' Ĥvib(R) + Ĥrot (3.61)

où

Ĥvib(R) = T̂R +
1

2
k(R−Re)

2 (3.62)

Ĥrot(θ, φ) =
L̂2

2I
(3.63)

k =
∂2U

∂R2
|Re (3.64)

I = µR2
e (3.65)

(a) Montrez que, sous cette forme approchée, l’HamiltonienĤnucl conduit à une
équation de Schrödinger śeparable.

(b) En rappelant la loi de quantification de l’énergie d’un oscillateur harmonique
et celle d’un moment cińetique, d́eduisez que l’́energie des mouvements nucléaires
est quantifíee selon une loi de la forme suivante :

Ev,J = (v +
1

2
)hν + J(J + 1)

h̄2

2I
, v ∈ N, J ∈ N (3.66)

Quelle est la d́eǵeńerescence de chaque niveauEv,J ?
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(c) En admettant les règles de śelection

∆v = ±1,∆J = ±1

montrez que le spectre d’absorption ro-vibrationnelle de la molécule consiste
en une bande avec deux branches, décrites par

branche R(∆J = +1) νobs = ν + 2B(J + 1), J ∈ N (3.67)

branche P(∆J = −1) νobs = ν − 2BJ, J ∈ N (3.68)

oùB = h/(8π2I). Montrez que les raies dans chacune des branches R et P sont
équidistantes. La position centrale de la bande est transparente (ne comporte
pas de raie d’absorption). Expliquez ce fait.

(d) Le spectre ro-vibrationnelle deH35Cl consiste en une bande centrée enνobs =
2885.9 cm−1, avec des raies presqueéquidistantes, śepaŕees par∆ν ' 20.5 cm−1.
À partir de ces donńees, d́eterminez la constante de forcek et la longueur de
liaison d’équilibre,Re, pour cette moĺecule. Qu’arriverait-il au spectre si l’on
faisait la substitution isotopiqueH → D sur la moĺecule ?

4. On d́efinit
L̂+ = (L̂x + iL̂y)/

√
2

L̂− = (L̂x − iL̂y)/
√

2

(a) Les oṕerateursL̂± sont-ils hermitiques ? Justifiez votre réponse.

(b) Montrez quêL± satisfont aux relations de commutation suivantes :

[L̂z, L̂±] = ±h̄L̂±
[L̂2, L̂±] = 0

[L̂+, L̂−] = h̄L̂z

(c) Montrez que le produit̂L+L̂− peutêtre expriḿe sous la forme

L̂+L̂− =
1

2
[L̂2 − L̂2

z + h̄L̂z]

et qu’il est hermitique.

(d) Soit Ψl,m une fontion propre dêL2 et de L̂z de nombres quantiques(l,m).
En utilisant les relations de commutation préćedentes, montrez quêL±Ψl,m est
aussi ńecessairement fonction propre des mêmes oṕerateurs, et que les valeurs
propres associées correspondent aux nombres quantiques(l,m± 1).
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5. (a) Montrez que2px et 2py sont toujours des fonctions propres dêH et L̂2, mais
ne sont pas fonctions propres dêLz. Déterminez la probabilit́e de trouver a)
Lz = +h̄, b) Lz = −h̄ dans cet́etat. Quelle serait la valeur moyenne deLz

dans cet́etat ?

(b) Montrez que2p0 se comporte commez.f(r), où f(r) est une fonction de la
variable radialer seulement.

(c) La combinaison lińeaire (2s + 2pz)/
√

2 définit une orbitale hybridesp. Mon-
trez qu’elle est fonction propre dêH et deL̂z, mais pas dêL2. Déterminez la
probabilité de trouver| ~L |= 0 dans cet́etat.

(d) Supposons qu’un atome d’hydrogèneétait pŕepaŕe dans uńetat d́ecrit par(1s+
2p0)/

√
2 au tempst = 0. Écrivez la fonction d’onde de l’atomèa un tempst >

0. Déterminez la probabilit́e de trouver l’atome au tempst avec a)E = −Ry,
b) E = −Ry/9, c) | ~L | = 0, d) Lz = +h̄. Calculez la valeur moyenne deE,
| ~L | etLz au temps t.

6. Dans les questions suivantes, on utiliserait la fonction de distribution radialer2R2
nl(r)

pour calculer les valeurs moyennes de propriét́es ne d́ependant que de la variable ra-
diale r. On aura besoin de la formule suivante

∫ ∞

0
rne−βrdr =

n!

βn+1

(a) Montrez que la valeur moyenne< r > vaut a)3/2a0 dans l’́etat1s, b)6a0 dans
l’ état 2s.

(b) Calculez< r > dans leśetats2p0 et 3s. V́erifiez que votre ŕesultat suit bien la
formule ǵeńerale suivante :

< r >nl=
a0

2
[3n2 − l(l + 1)].

(c) Calculez< V (r) > dans l’́etat 1s, où V (r) est le potentiel de Coulomb de
l’eq.3.2. V́erifiez que cette valeur moyenne deV (r) vaut2ε1s = −2Ry. (Utilisez
l’ eq. 3.5 pour exprimer le potentielV (r) en coordonńees relatives).

(d) Calculez< V (r) > dans uńetatψnlmquelconque. V́erifiez la relation ǵeńerale
suivante

< V (r) >= 2 < E >= 2En.
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Cette relation implique que2 < T > + < V >= 0 dans tout́etat stationnaire
de l’atome,T étant l’énergie cińetique de l’́electron. Ce ŕesultat s’appelle le
théor̀eme du viriel.
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FIG. 3.6 –repésentation polaire de la partie angulaire pour une orbitale du type : a)np ,
b)nf0 , c)nf±1 , d)nd0, e) orbitalend±1 , f) orbitalend±2
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FIG. 3.7 –Repŕesentation graphique de la fonction d’onde radiale dans les orbitales1s,
3s, 3p, 3d : À gauche, on trouve le graphes de la partie radialeRnl, et à droite, ceux de la
distribution radialer2R2

nl.
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FIG. 3.8 –Courbes d’isodensité pour quelques orbitales de l’atome d’hydrogène : a) orbi-
tale2pz, b) orbitale 3dzz, c) orbitale3dx2−y2, d) orbitale3dxy
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FIG. 3.9 – Cartes ’photographiques’ de la densité totale dans : a) l’orbitale2pz,
b)l’orbitale 3pz de l’atome d’hydrog̀ene.



Chapitre 4

SYSTÈMES À PLUSIEURS
ÉLECTRONS

Dans ce chapitre, on considérera un système ǵeńeriqueà plusieurśelectrons. Ce système
peutêtre un atome ou une molécule òu les mouvements nucléaires sont ignorés, c’est-̀a-
dire que les noyaux sont figés. Certaines propriét́es ǵeńerales caractérisent ce genre de
syst̀emes et ne d́ependent que de leur caractère multi-́electronique. Que l’on parle d’un
atome ou d’une moléculeà plusieurśelectrons, on fait face en effet aux mêmes probl̀emes :
l’inséparabilit́e intrins̀eque deśelectrons qui interagissentà travers des forces de répulsion
coulombienne, et la syḿetrie permutationnelle qui découle de l’indiscernabilité deśelectrons.
Le chapitre d́ebute avec un exposé de ces problèmes et de leur résolutionétablissant ainsi
les principes ǵeńeraux gouvernant la description des systèmes multíelectroniques. On se
sṕecialisera ensuitèa la discussion de la structureélectronique des atomes en utilisant ces
principes.

4.1 Modèle deśelectrons ind́ependants

4.1.1 Hamiltonien

L’opérateur Hamiltonien d’un système atomique ou moléculaireàn électrons est

Ĥ =
n∑

i=1

{
− h̄2

2me

∇2
i + Vne(~ri)

}
+
∑

i

∑
j 6=i

e2

(4πεo) | ~ri − ~rj |
(4.1)

84
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où

Vne(~ri) = − Ze2

(4πεo) | ~ri − ~RN |
, (4.2)

dans le cas d’un atome, et

Vne(~ri) = −
N∑

α=1

Zαe
2

(4πεo) | ~ri − ~Rα |
, (4.3)

dans le cas d’un système moĺeculaireàN noyaux.
On note,̀a l’examen de (4.1), que sans le dernier terme, qui représente l’interaction coulom-
bienne entre leśelectrons, l’Hamiltonien serait de forme séparable. L’existence de cette in-
teraction entre leśelectrons rend la résolution de l’́equation de Schrödinger consid́erablement
plus difficile.
Dans une approximation dite approximation desélectrons ind́ependants, on part de l’idée
que chaquéelectron sent la présence des autresélectronsà travers un potentiel effectif
moyen qui tend̀a ŕeduire les forces d’attraction nucléaire ; on dit alors que le potentiel
d’attraction nucĺeaireVne est écrant́e. Onécrit alors l’Hamiltonien exact de (4.1) sous la
forme

Ĥ = Ĥ0 + δV ' Ĥ0 (4.4)

avec

Ĥ0 =
n∑

i=1

{
− h̄2

2me

∇2
i + Vne(~ri) + Veff (~ri)

}
, (4.5)

δV =
∑

i

∑
j 6=i

e2

(4πεo) | ~ri − ~rj |
− Veff (~ri)

 (4.6)

oùVeff (~ri) est le potentiel effectif mentionné ci-haut. C’est un potentiel mono-électronique,
étant donńe que le potentiel de répulsion coulombienne inter-électronique a d́ejàét́e moyenńe
sur la distribution desn− 1 électrons autres que l’électron en consid́eration (le i-̀eme). La
construction deVeff dépend du niveau d’approximation auquel on effectue cette moyenne
dans le traitement du système multi-́electronique. Plus le terme résiduelδV est faible, plus
l’approximation deśelectrons ind́ependants considéŕe est bonne. Il n’existe donc pas une
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approximation ou un mod̀ele desélectrons ind́ependants unique. Le procéd́e qu’on vient
d’esquisser d́efinit plutôt une classe de modèles deśelectrons ind́ependants.

4.1.2 Orbitales et spin-orbitales atomiques

Dans un un mod̀ele deśelectrons ind́ependants, l’Hamiltonieńelectroniquéetant mis ap-
proximativement sous une forme séparable, (4.5), ses fonctions propres peuvent approxi-
mativement̂etre mises sous la forme de produits de fonctions d’onde monoélectroniques
ϕi(~ri)

ψ(~r1, ~r2, ~r3, . . . .~rn) '
n∏

i=1

ϕi(~ri), (4.7)

chacune d’elles satisfaisant uneéquation aux valeurs propres sépaŕee

ĥ(~ri)ϕi(~ri) = εiϕi(~ri), (4.8)

où

ĥ(~ri) ≡
{
− h̄2

2me

∇2
i + Vne(~ri) + Veff (~ri)

}
, (4.9)

et l’énergie totale (la valeur propre associée deĤ) sera la somme desénergies individuelles
εi :

E '
n∑
i

εi. (4.10)

Les fonctions d’onde monoélectroniquesϕi(~ri) sont appeĺeesorbitalesatomiques ou molécu-
laires selon le cas, et les valeurs propresεi deĥ sont appeĺeesénergies orbitalaires. Si l’on
joint à l’orbitaleϕi(~ri) une fonction de spinα(i) ou β(i) pour le i-̀emeélectron, alors on
obtient unespin-orbitale, ϕi(~ri)α(i) par exemple. Il est important de bien distinguer les
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orbitales, qui est une fonction d’onde pour un et un seul desélectrons du système, de la
fonction d’onde de l’atome ou de la molécule en entier, qui est un produit den orbitales ou
spin-orbitales.
La forme analytique et les propriét́es des orbitales dépendent bien entendu de la nature du
mod̀ele deśelectrons ind́ependants sṕecifique retenu.

Exemples

1. Le mod̀ele deśelectrons ind́ependants le plus simple consisteà négliger compl̀etement
la répulsionélectronique, soit de poser

Veff (~ri) = 0.

Dans ce cas, les orbitales atomiques seront simplement les fonctions d’onde hy-
drogénöıdesψnlm du chapitre pŕećedent (avec charge nucléaireZe).

2. Modèle de l’effetécran : Au moins dans le cas d’un atome, on peut tenter de prendre
à la lettre l’idée d’un potentiel d’attraction nucléaireVne écrant́e, et l’exprimer en
remplaçant la charge nucléaire+Ze par une charge effective+Zeffe avec

Zeff = Z − σ,

où−σe est la charge ńegative d’́ecran totale contribúee par tous leśelectrons autres
que celui en consid́eration. Dans ce cas

Vne(~ri) + Veff (~ri) = − (Z − σ)e2

4πε0|~ri − ~RN |
,

et les orbitales atomiques seront les fonctions d’onde hydrogénöıdesψnlm du chapitre
préćedent mais avecZ remplaće parZeff .

Plusieurs auteurs avaient proposé des r̀egles empiriques pouŕetablir σ. Un exemple
d’un tel ensemble de règles, appelées r̀egles de Slater, est donnée au tableau 4.1.

3. Modèle de Hartree :Dans ce mod̀ele, onécrit la fonction d’ondèa Nélectrons sous
la forme d’un produit d’orbitales, commèa l’ équation (4.7). Le potentiel effectif
est alors l’interaction de Coulomb entre l’électron en consid́eration, (le i-̀eme par
exemple), et les autresélectrons, chacun, (le j-ème par exemple),étant affect́e par la
distribution de probabilit́e d́efinie par l’orbitaleϕj(~rj) correspondante. Donc

Veff (~ri) =
∑
j 6=i

∫
d3~rj|ϕj(~rj)|2

e2

4πε0|~ri − ~rj|
=
∑
j 6=i

Ĵj(~ri) (4.11)
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nombre quantique principaln′ nombre quantiquel contribution
de l’orbitale de blindage de l’électron-test àσ

n′ > n l ≤ n− 1 0
n′ = n = 1 l = 0 0,30
n′ = n > 1 l ≤ n− 1 0,35
n′ = n− 1 l = 0, 1 0,85
n′ = n− 1 n− 1 ≥ l > 1 1,00
n′ < n− 1 l ≤ n− 1 1,00

TAB . 4.1 –Règles de Slater pouŕetablir la contribution de chaquéelectron occuppant une
orbitalen′, l′, à la charge d’́ecranσ vue par uńelectron dans une sous-couche de nombres
quantiquesn, l

L’opérateur multiplicatif

Ĵj(~ri) =
∫
d3~rj|ϕj(~rj)|2

e2

4πε0|~ri − ~rj|
(4.12)

est appeĺe ”int égrale de Coulomb”. Il y en a un̂Jj pour chaquéelectron autre que le
i-ème.

Comme les orbitalesϕi(j) sont inconnues en partant, et le potentiel effectifVeff ,
qui définit l’Hamiltonien monóelectroniquêh(i) dont elles sont fonctions propres, en
dépendà son tour, il est clair que ces orbitales ne peuventêtre obtenues que par la
résolutionit érative de l’équation (4.8).

4.2 Principe de Pauli

4.2.1 Syḿetrie permutationnelle

On peut aiśement v́erifier que l’Hamiltonien de (4.1) est invariant dans la permutation,
c.à.d. dans l’́echange de deux indicesélectroniques donńees, 1 et 2 par exemple. En intro-
duisant l’oṕerateur de permutation̂P12 défini par

P̂12f(1, 2, 3, . . . , n) = f(2, 1, 3, . . . , n), (4.13)

on peut exprimer cette propriét́e de syḿetrie de l’Hamiltonien par
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P̂12Ĥψ(1, 2, 3, . . .) = ĤP̂12ψ(1, 2, 3, . . .) (4.14)

ou encore, puisqueψ dans cettéequation est arbitraire,

[P̂12, Ĥ] = P̂12Ĥ − ĤP̂12 = 0 . (4.15)

Ceci signifie que les fonctions propres deĤ peuvent̂etre construites fonctions propres de
P̂12 aussi. En d’autres termes, elles sont d’un caractère bien d́etermińe par rapport̀a cette
opération de syḿetrie, la permutation̂P12. Cette conclusion tient pour toute permutationP̂ij

de paire(i, j) d’indicesélectroniques. En fait, elle est vraie pour n’importe quel système de
particules identiques, indiscernables, dont l’indiscernabilité se traduit pŕeciśement par l’in-
variance de l’Hamiltonien dans ce genre d’opération de syḿetrie. On constate maintenant
que

(P̂ij)
2 = 1, (4.16)

ce qui implique quêPij ne peut avoir que deux valeurs propres, soit +1 et -1. Par conséquent
les fonctions d’onde d́ecrivant leśetats stationnaires d’un système de particules identiques
ne peuvent̂etre que syḿetriques (paires) ou antisymétriques (impaires) par rapport aux
permutationŝPij. Lequel de ces deux caractères de syḿetrie s’appliquèa un syst̀eme donńe
dépend de la nature des particules identiques constituant ce système, et est dicté par le
principe de Pauli.

4.2.2 Principe de Pauli-́enonće ǵenéral

Selon le principe de Pauli,

la fonction d’onde d’un système den particules identiques de spins (nombre quantique
azimutal de spin) doit̂etre
– symétrique par rapport̀a toute permutation de paire d’indices(i, j) des particules, sis

est un entier(s = 0, 1, 2 . . .). Dans ce cas, on dit que les particules en question sont des
bosons.

– antisymétrique par rapport̀a toute permutation de paire d’indices(i, j) des particules,
si s est un demi-entier (s = 1/2, 3/2, 5/2 . . .). Dans ce cas, on dit que les particules en
question sont desfermions.
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4.2.3 D́eterminants de Slater

Les électronśetant des fermions (s = 1/2), le principe de Pauli demande que la fonction
d’ondeélectronique soit syḿetrique par rapport aux permutationŝPij. D’autre part, on a
vu que dans un modèle deśelectrons ind́ependants, la fonction d’ondéelectronique serait
un produit du type représent́e en (4.7). Une telle forme produit n’est malheureusement pas
antisyḿetrique. Par exemple, si l’on considère l’atome d’H́elium trait́e dans le mod̀ele des
électrons ind́ependants le plus simple, celui obtenu en posantVeff = 0, alors sonétat
fondamental correspondraà un produit du type

1s(1)ωms(1)1s(2)ωm′
s
(2) (4.17)

où ωms est une fonction de spin etms = +1/2 ou −1/2. On a donc quatre fonctions
pouvant d́ecrire l’état fondamnental du système, avant l’imposition du principe de Pauli :

φ1(1, 2) = 1s(1)α(1)1s(2)α(2) (4.18)

φ2(1, 2) = 1s(1)α(1)1s(2)β(2) (4.19)

φ3(1, 2) = 1s(1)β(1)1s(2)α(2) (4.20)

φ4(1, 2) = 1s(1)β(1)1s(2)β(2) (4.21)

On vérifie aiśement que

P̂12φ1(1, 2) = φ1(1, 2) (4.22)

P̂12φ4(1, 2) = φ4(1, 2) (4.23)

c’est-̀a-dire queφ1 etφ4 sont syḿetriques par rapport̀a la permutation des deuxélectrons,
tandis que

P̂12φ2(1, 2) = φ3(1, 2) P̂12φ3(1, 2) = φ2(1, 2) (4.24)

c’est-̀a-dire queP̂12 échange les deux fonctionsφ2 etφ3. Elles ne sont pas fonctions propres
de cet oṕerateur de permutation. Aucune des quatre fonctions ne se conforme donc au
principe de Pauli. On note cependant que ces fonctions correspondentà la m̂eme valeur
d’énergie
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E0 ' 2ε1s = −8Ry, (4.25)

(ε1s = −4Ry, carZ = 2), et toute combinaison lińeaire de ces quatre fonctions serait
aussi fonction propre dêH avec la m̂eme valeur propre, dans la même approximation.
Parmi toutes les combinaisons linéaires possibles desφi, une seule satisfait au principe de
Pauli ; elle se lit

ψ0(1, 2) = C {φ2(1, 2)− φ3(1, 2)}
= C {1s(1)α(1)1s(2)β(2)− 1s(1)β(1)1s(2)α(2)} , (4.26)

C étant une constante de normalisation qui vautC = 1/
√

2. La fonction antisyḿetrique
que l’on vient de d́efinir, (4.26), peut se mettre sous la forme d’un déterminant

ψ0(1, 2) =
1√
2

∣∣∣∣∣ 1s(1)α(1) 1s(1)β(1)
1s(2)α(2) 1s(2)β(2)

∣∣∣∣∣ , (4.27)

appeĺe déterminant de Slater. On note que la fonction n’est plus un simple produit ; ce-
pendant, duèa l’orthogonalit́e des spin- orbitales qui y figurent, la densité de probabilit́e
de pŕesence des deux́electrons continuèa être d́ecrite par un simple produit des densités
individuelles| 1s |2

| ψ0(1, 2) |2=| 1s(1) |2| 1s(2) |2 (4.28)

Ceci n’est malheureusement vrai que dans ce cas particulier où les deux́electrons ont leur
spin oppośes. Dans le cas de deux spins parallèles, la densité de probabilit́e de pŕesence des
deuxélectrons doit ńecessairementêtre diff́erente de celle de deuxélectrons ind́ependants,
(voir la section suivante sur le principe d’exclusion, et le problème 4 de la śerie d’exer-
cices, section 4.6). La construction préćedente se ǵeńeraliseà n’importe queĺetat station-
naire d’un syst̀eme multíelectronique quelconque, traité dans l’approximation deśelectrons
indépendants : En partant d’un produit de la forme de (4.7)

ψ(1, 2, 3, . . . .n) '
n∏

i=1

ηi(i), (4.29)
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où les ηi(i) sont desspin-orbitalesdu syst̀eme(ηi(i) = ϕi(~ri)ωms(i)), on obtient une
fonction d’onde antisyḿetrique norḿee en construisant le déterminant de Slater suivant

ψA(1, 2, 3, . . . .n) ' 1√
n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

η1(1) η2(1) η3(1) · · · ηn(1)
η1(2) η2(2) η3(2) ηn(2)
η1(3) η2(3) η3(3) ηn(3)

...
...

...
...

...
η1(n) η2(n) η3(n) ηn(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ |η1(1)η2(2)η3(3) · · · |

(4.30)
Chaque colonne de ce déterminant correspond̀a unespin-orbitale, chaque ranǵee à un
électron (une indicéelectronique). Le produit des termes figurant sur la diagonale principale
du d́eterminant est préciśement le produit de d́epart, (4.29). Par le m̂eme raisonnement que
celui utilisé ci-haut pour l’́etat fondamental de He, l’état repŕesent́e par ce d́eterminant
est de m̂emeénergie que l’́etat d́ecrit par (4.29). Le principe de Pauli dicte l’emploi de la
fonction d’onde antisyḿetriqueψA(1, 2, 3, . . . n), à la place du produit de (4.29).

4.2.4 Principe d’exclusion

Une conśequence de la forme déterminantale de la fonction d’onde, (4.30), est le principe
d’exclusion : Si deux colonnes du déterminant de (4.29), c’est-à-dire si deux spin- orbi-
tales, sont identiques, alors la fonction d’onde est nulle partout. On obtient alors la solution
triviale de l’équation de Schrödinger qui d́enote une situation non physique, que l’on doit
écarter. Par conséquent, on peut́enoncer que :

Principe d’exclusion

dans tout mod̀ele deśelectrons ind́ependants, deuxélectrons ne peuvent ja-
maisêtre d́ecrits par (ne peuvent jamais occupper) la même spin-orbitale; ou
une orbitale donńee ne peut paŝetre occuṕee par plus que deux́electrons.

Il est important de souligner que ce principe d’exclusion est uncorollaire du principe de
Pauli, et iln’est applicable que dans le cadre d’un modèle deśelectrons ind́ependants. En
effet, la forme d́eterminantale de la fonction d’onde n’est obtenue que dans un tel cadre, et
est une conśequence du fait que lesélectrons sont des fermions.
Répulsion de Pauli : Il existe une forme plus ǵeńerale du principe d’exclusion. Elle
découle directement du caractère antisyḿetrique de la fonction d’onde d’un système de
N électrons,
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Ψ(~r2ωms(2), ~r1ωms(1), ~r1ωms(1)...) = −Ψ(~r1ωms(1), ~r2ωms(2), ~r1ωms(1)...) (4.31)

qui implique que la fonction d’onde est nulle dans le cas où ωms(2) = ωms(1) et~r2 = ~r1.
On peut donćenoncer

Deuxélectrons (fermions) de m̂eme spin ne peuvent jamais se trouver au même
endroit.

Cet énonće est toutà fait ǵeńeral ; il ne d́epend pas de l’approximation desélectrons
indépendants. Il implique que, m̂eme si les deux́electronsétaient ind́ependants l’un de
l’autre, ils tendent̀a s’́eviter, et leur mouvement apparait ’corrélé’. Cette ŕepulsion de deux
fermions ind́ependants de m̂eme spin est strictement un effet du principe de Pauli ; on peut
l’appeler, pour cette raison, répulsion de Pauli. Elle s’opère sans qu’aucune force n’est mise
à contribution, sans qu’aucun travail soit effectué. Dans le cas d’un systèmeà plusieurs
électrons, fermions chargés interagissant̀a travers des forces de Coulomb, la répulsion de
Pauli tenteà favoriser des configurations avec un nombre maximal de spins parallèles,
car l’éloignement de ces spins abaisse l’énergie de ŕepulsion coulombienne et stabilise le
syst̀eme. Cette tendance est résuḿee par une des règles appeléesr ègles de Hund, qu’on
verra en d́etail à la section 4.4.

4.2.5 Méthode de Hartree-Fock (SCF-HF)

De Hartree à Hartree-Fock : opérateur d’ échange

On a vu que le mod̀ele desélectrons ind́ependants de Hartree suppose que la fonction
d’onde du syst̀emeà N électrons est un produit d’orbitales qui sont fonctions propres d’un
Hamiltonien monóelectroniquêh avec un potentiel effectifVeff donńe par (4.12). Quand
l’on remplace ce produit (dit ”produit de Hartree”) par sa forme antisymétriśee, c’est-̀a-
dire le d́eterminant de Slater|ϕ1α(1)ϕ2β(2)ϕ3α(3) · · · |, Veff prend une forme un peu plus
compliqúee :

Veff (~ri) =
∑
j 6=i

[
Ĵj(~ri)− K̂j(~ri)

]
(4.32)

où, en plus de l’oṕerateur multiplicatifĴj déjà d́efini à l’équation (4.12), on voit apparaitre
un oṕerateurnon-multiplicatif, appeĺe opérateur d’ échange, et d́esigńe K̂j. Il est d́efini,
via son action sur une orbitaleϕi, par la relation suivante

K̂jϕi(~r) =
∫
d3~r′ϕ∗j(~r

′)ϕi(~r′)
e2

4πε0|~r′ − ~r|
ϕj(~r) (4.33)
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Notez bien quêKj transforme l’orbitaleϕi en une autre orbitale, spécifiquementϕj. Celle-
ci est multiplíee par une quantité qui ressembléetrangement̀a une integrale de Coulomb,
sauf que le potentiel d’interaction de Coulombe2/|~r′ − ~r| entre les deux́electrons est
moyenńe non pas sur la distribution de probabilité du second́electron dans l’orbitale òu
il r éside (ϕj), mais sur une densité de transitionϕ∗jϕi. Il est à noter aussi que ce terme
d’échange n’existe que si les fonctions de spin accompagnant les orbitalesϕi etϕj dans le
déterminant de Slater|ϕ1α(1)ϕ2β(2)ϕ3α(3) · · · | sont identiques (donc si les deuxélectrons
sont dans le m̂emeétat de spin).

Équation de Hartree-Fock

L’Hamiltonien monóelectronique

ĥ =

(
− h̄2

2me

)
∇2 + Vne(~r) +

∑
j 6=i

[
Ĵj(~ri)− K̂j(~ri)

]
≡ F̂ [{ϕk}] (4.34)

est encore appelé opérateur de Fock, et est d́esigńe F̂ . Comme on l’avait indiqúe explici-
tementà la fin de (4.34), cet oṕerateur d́epend de l’ensemble des orbitalesϕk, de sorte que
l’equation aux valeurs propres définissant ces orbitales

F̂ [{ϕk}]ϕi = εiϕi (4.35)

appeĺee équation de Hartree-Fock, ne peutêtre ŕesolue que par une ḿethode it́erative :
on construitF̂ en employant, dans un premier temps, des orbitalesϕk = ϕ

(0)
k devińees

d’une certaine façon, par exemple en employant le modèle simple de l’effet d’́ecran ; l’in-
dice suṕerieur (0) désigne une première approximation, dited’ordre ”zéro” . On ŕesoud
l’ équation (4.35) avec cêF [{ϕ(0)

k }] et obtient des nouvelles orbitalesϕk = ϕ
(1)
k et énergies

orbitalairesε(1)
k . On reconstruit̂F en utilisant ces nouvelles orbitales, qualiféesd’ordre un.

On ŕep̀ete le processus pour obtenir des orbitales eténergies orbitalaires ditesd’ordre 2,
d’ordre 3, ainsi de suite, jusqu’à ce qu’une convergence satisfaisante est obtenue. Cette
méthode it́erative est appelée méthode du champ auto-coh́erent de Hartree-Fock, ou
méthode SCF-HF (pourSelf-Consistent Field Hartree-Focken anglais). Cette ḿethode est
géńerale. Elle peut̂etre utiliśee pour les orbitales moléculaires aussi bien que les orbitales
atomiques.
Si l’ équation de Hartree-Fock (4.35) est résolue exactement, on atteindrait une description
limite, appeĺeelimite de Hartree-Fock. On ne peut pas d́epasser cette limite (c’est-à-dire
obtenir de meilleurs résultats) sans sortir du cadre des modèles deśelectrons ind́ependants.
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4.3 Atomes polýelectroniques

4.3.1 Configurationélectronique deśeléments

Orbitales atomiques

Dans le cas des atomes traités dans un mod̀ele desélectrons ind́ependants, que ce soit
le mod̀ele de l’effetécran, ou un des mod̀eles plus exacts, tel que celui inhérent dans la
méthode SCF-HF, le potentiel effectif pour chaqueélectron reste de syḿetrie sph́erique.
Cela signifie que, dans tous les cas, les opérateurŝh, l̂2, l̂z pour chaquéelectron sont com-
mutatifs (ils forment un ECOC pour cetélectron), et les orbitales atomiques seront iden-
tifi ées par les m̂eme nombres quantiques(n, l,m) que celles d’un atome hydrogénöıde. On
peut ainsi continuer̀a parler d’orbitaless, p, d, f , etc.
La principale diff́erence avec le cas de l’atome hydrogénöıde est le fait que l’́energie des
orbitales dans un atomèa plusieurśelectrons d́epend non seulement du nombre quantique
principaln, mais aussi du nombre quantique azimutall.

Énergies orbitalaires

Dans deśetudes, au niveau SCF-HF, de la variation desénergies orbitalaires avec le numéro
atomiqueZ, on a trouv́e d’abord que, en règle ǵeńerale, pour une valeur donnée den, εnl

crôıt avec l. Comme les niveaux deviennent de plus en plus denses au fur età mesure
quen crôıt, à partir den = 3, on voit apparaitre certaines intrications dans la disposition
des sous-coucheśenerǵetiques en fonction deZ. On trouve notamment que, si l’énergie
des orbitaless et p décrôıt de façon monotone avecZ, celle des orbitalesd et f subit
des variations plus complexes quandZ augmente, croisant les courbes représentatives de
l’ énergie des orbitaless et p des couches supérieures. Sans pouvoir prétendrêetre un outil
de pŕediction quantitative, le modèle simple de l’effet d’́ecran s’est av̀eŕe fort utile pour la
rationalisation de plusieurs de ces observations :

1. pour unn donńe, les orbitalesnp sont moins profondes eńenergie que l’orbitale
ns car unélectron dans l’orbitalenp voit une charge nucléaire pluśecrant́ee qu’un
électron dans l’orbitalens ; ce dernier (l’́electronns) a une probabilit́e plus grande de
s’approcher du noyau, tandis que cette probabilité est bien plus faible dans l’orbitale
np, dont le plan nodal contient certainement le noyau.

2. l’ énergie d’une orbitalend demeurèa peu pr̀es constante dans une gamme de va-
leurs deZ (Z ≤ 10 pour 3d), durant le remplissage des sous-couches inférieures.
Ceci s’explique par le fait que l’orbitalend péǹetre encore moins les couches in-
ternes proches du noyau et unélectron, s’il s’y trouve, verra le noyau fortement
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écrant́e ; chaque fois queZ augmente d’une unité, l’électron ajout́eà une sous-couche
inférieure produira uńecran maximaĺequivalent̀a une charge ńegative unitaire.

3. Dans la m̂eme gamme deZ, l’ énergie de l’orbitale(n+1)s décrôıt plus fortement et
croise ńecessairement celle de l’orbitalend. Dans le casn = 3, l’orbitale 4s est plus
profonde que l’orbitale3d entreZ = 15 (où 3p est en train de se remplir) etZ = 20
(où 4s se remplit).

4. Dès que l’orbitale(n+1)s se remplit, l’ordre des 2 niveaux(n+1)s etnd tendà s’in-
verser une seconde fois. Comme(n+1)s est plus diffuse et pluśetaĺee, l’orbitalend
la recoupe bien, et voit un effet d’écran moins efficace de la part des deuxélectrons
(n + 1)s (les r̀egles de Slater ne prévoient pas ce cas). Pour unélectron de test dans
l’orbitalend, la charge nucléaire effective semble donc augmenter, et l’énergie dend
chute pour redevenir plus basse que celle de(n+ 1)s.

Configuration électronique de l’́etat fondamental

Le remplissage des niveaux orbitalaires se fait finalement en respectant le principe de Pauli
et l’ordre des niveaux d’énergie orbitalaire.̀A cette fin, on peut utiliser la règle de Klech-
kowski qui ŕesume assez bien les observations principales desétudes pŕecit́ees :

Règles de Klechkowski
L’ énergie orbitalaireεnl crôıt avec la sommen + l des nombres quantiques principal et
azimutal, et̀a valeurśegales den+ l, elle crôıt avecn.

Cette r̀egle est sch́ematiśeeà la figure 4.1.
Ce remplissage d́efinit uneconfiguration électronique. Le tableau 4.2 donne la configu-
rationélectronique de l’́etat fondamental deśeléments allant de l’Hydrog̀ene au Krypton ;
la mention [gaz rare] d́enote la configuratioǹa couches complètes de l’́elémentgaz rare
préćedant l’́elément en consid́eration. Quelques cas spéciaux ḿeritent qu’on y pr̂ete une
attention particulìere :
– la configuration deCr est [Ar]4s13d5 et non [Ar]4s23d4. Les 6électrons se placent de

sorteà donner deux sous-couchesà moitíe remplies. Cette disposition permet d’avoir
le plus grand nombre de spinsélectroniques parallèles, qui par le principe d’exclusion
de Pauli, ont tendancèa s’́eloigner le plus que possible, minimisant ainsi, en moyenne,
l’ énergie potentielle de répulsionélectronique. Ce gain d’énergie est suffisant pour com-
penser l’́energie de promotion pour faire passer unélectron du niveau4s au niveau3d,
vue la proximit́e de ces deux niveaux au voisinage deZ = 25. Le même effet se mani-
feste dans le cas deNb ([Kr] 5s14d4), Mo ([Kr] 5s14d5), et quelques autres cas du bloc
f .
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FIG. 4.1 –Ordre deśenergies orbitalaires dans un atomeà plusieurśelectrons

– la configuration deCu est [Ar]4s13d10. Cet élément se situe au-delà du second point
de croisement entre les courbes représentatives de l’énergie des orbitales3d et 4s en
fonction deZ, et le niveau3d est plus profond que le niveau4s. De plus, la sous-couche
nd étant alors complètement remplie, la configuration a une stabilité particulìere. De
même, la configuration deAg est [Kr]5s14d10, celle deAu, [Xe]4f 145d106s1.

La structure atomique décrite par ce sch́ema de remplissage d’orbitales atomiques au ni-
veau de Hartree-Fock està la base de notre compréhension des propriét́es atomiques et de
la classification ṕeriodique deśeléments. Le complément A rappelle la discussion qu’on
donne habituellement de la variation de la première énergie d’ionisation et de l’affinité
électronique deśeléments (voir aussi le problème 8).
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Z Atome Configuration
1 H 1s
2 He 1s2

3 Li [He]2s
4 Be [He]2s2

5 B [He]2s22p
6 C [He]2s22p2

7 N [He]2s22p3

8 O [He]2s22p4

9 F [He]2s22p5

10 Ne [He]2s22p6

11 Na [Ne]3s
12 Mg [Ne]3s2

13 Al [Ne]3s23p
14 Si [Ne]3s23p2

15 P [Ne]3s23p3

16 S [Ne]3s23p4

17 Cl [Ne]3s23p5

18 Ar [Ne]3s23p6

19 K [Ar] 4s
20 Ca [Ar] 4s2

21 Sc [Ar] 4s23d
22 Ti [Ar] 4s23d2

23 V [Ar] 4s23d3

24 Cr [Ar] 4s23d4

25 Mn [Ar] 4s23d5

26 Fe [Ar] 4s23d6

27 Co [Ar] 4s23d7

28 Ni [Ar] 4s23d8

29 Cu [Ar] 4s3d10

30 Zn [Ar] 4s23d10

31 Ga [Ar] 4s23d104p
32 Ge [Ar] 4s23d104p2

33 As [Ar] 4s23d104p3

34 Se [Ar] 4s23d104p4

35 Br [Ar] 4s23d104p5

36 Kr [Ar] 4s23d104p6

TAB . 4.2 – configuration de l’́etat fondamental deśeléments allant de l’Hydrog̀ene au
Krypton
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4.4 Termes spectraux

Rappelons que l’Hamiltonien exact d’un atomeàN électrons s’́ecrit rigoureusement sous
la forme :

Ĥ = Ĥ0 + δV

Il ne se ŕeduità la forme śeparableĤ0 que dans l’approximation desélectrons ind́ependants.
Dans cette approximation, unétatélectronique est un déterminant de Slater construit avec
les orbitales atomiquesns, np, etc. En d’autres termes, cetétat est sṕecifié par les nombres
quantiques(li,mi), (si,ms,i) assocíes aux moments cinétiques orbitalaires et aux spins
individuels desn électrons. En effet,̂H0 commute avec les opérateurŝl2i , l̂z,i, ŝ2

i , ŝz,i de
chaquéelectron. Au contraire,̀a cause des répulsionśelectroniques,̂H ne commutent pas
avec ces oṕerateurs individuels ; il commute avec les opérateurŝL2, L̂z (Ŝ2, Ŝz) du vecteur
moment cińetique (spin) total :

~L =
n∑

i=1

~li, ~S =
n∑

i=1

~si (4.36)

4.4.1 Terme spectral : D́efinition

On a donc int́er̂et à regrouper les fonctions propres deĤ0, c.̀a d. lesétats stationnaires de
l’atome d́ecrits dans l’approximation desélectrons ind́ependants, selon les valeurs propres
de L̂2, L̂z, et deŜ2, Ŝz. On v́erifie aiśement que~L et ~S, définis par (4.36), sont des mo-
ments angulaires. Les valeurs propres deL̂2, L̂z, (Ŝ2, Ŝz), sont donc sṕecifiées par les
nombres quantiques(L,M), [(S,MS)]. Par d́efinition, un terme spectral est un groupe
d’étatsémanant de la m̂eme configuratiońelectronique partageant les mêmes valeurs deL
etS. On les nomme par un symbole du type

2S+1(Lettre)

avec la correspondanceL↔(Lettre)établie selon la convention suivante :

L 0 1 2 3 etc
Lettre S P D F etc
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4.4.2 Addition de 2 moments angulaires : R̀egles

Comment obtenir les valeurs propres deL̂2, L̂z (Ŝ2, Ŝz) à partir de celles des moments
individuels l̂2i , l̂z,i (ŝ2

i , ŝz,i) ? En d’autres termes, quelle est la relation entre les nombres
quantiquesL,M, S,MS et les nombres quantiquesli,mi, si = 1/2,ms,i individuels. Une
règle simple existe pour l’addition de deux moments angulaires~j1,~j2 :

Soit ~J = ~j1 +~j2. À partir desétats propres spécifiés par les nombres quantiques(j1,m1),
(j2,m2) des moments individuels(ĵ2

i , ĵz,i), i = 1, 2, on ne peut former deśetats propres de
(Ĵ2, Ĵz) de nombres quantiques(J,M) que siJ etM satisfont :

1. Règle du triangle:

J = j1 + j2, j1 + j2 − 1, ......|j1 − j2|

2.
M = m1 +m2

Ces r̀egles s’ajoutent́evidemment̀a la r̀egle ŕegissant la quantification de~J comme moment
angulaire, c.̀a d. :

−J ≤M ≤ +J

4.4.3 Exemples

Premiers états excit́es deHe : configuration 1s12s1

La configuration1s12s1 donne lieùa 4 d́eterminants de Slater distincts :

φ1 = |1sα 2sα|, φ2 = |1sα 2sβ|, φ3 = |1s β2sα|, φ4 = |1sβ 2sβ|

À l’ordre zéro, ces 4 d́eterminants ont la m̂emeénergie. Ils ont tousl1 = 0, l2 = 0 et
s1 = 1/2, s2 = 1/2. Selon la r̀egle du triangle, on a donc

L = 0,M = 0

et
S = 0,MS = 0 ou S = 1,MS = −1, 0,+1.

On peut donc avoir deux termes spectraux :3S et 1S. Le 3S comporte 3́etats :

(L = 0,M = 0, S = 1),MS = −1, 0,+1
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Il est clair queφ1 = |1sα 2sα| est unétat avecMS = +1. Il appartient ńecessairement
au 3S. De m̂eme pourφ4 = |1sβ 2sβ| qui est l’́etat avecMS = −1 du 3S. Il resteφ2 =
|1sα 2sβ| etφ3 = |1sβ 2sα|, qui sont tous deśetats propres dêSz avecMS = 0. Ni l’un,
ni l’autre n’est cependant uńetat propre dêS2, mais les combinaisons linéairesφ1 ± φ2 le
sont. En fait, on montre que :

Ŝ2{φ2 + φ3} = 2h̄2{φ2 + φ3} ↔ S = 1

Ŝ2{φ2 − φ3} = 0{φ2 − φ3} ↔ S = 0

En ŕesuḿe, la configuration1s12s1 comporte 4́etats, que l’on peut regrouper en 2 termes
spectraux, un3S (comportant 3́etats,φ1, φ4 etφ2 + φ3) et un1S (comportant un seuĺetat,
φ2 − φ3).

État fondamental deC : configuration np2

Dans cette configuratioǹa 2électrons,S = 0, 1 toujours comme dans l’exemple préćedent.
En plus, avecl1 = 1, l2 = 1, on peut avoirL = 0, 1. Sans encore tenir compte du principe
de Pauli, on pŕevoit donc les termes suivants :

3D, 1D, 3P, 1P, 3S, 1S

Ce qui donnerait un total de 36́etats. Or, en considérant tous les d́eterminants de Slater
que l’on peut́ecrireà partir de la configurationnp2, on ne trouve que 15́etats. Il est clair
que certains des termesénuḿeŕes ne sont pas permis,à cause du principe de Pauli. On peut
trouver les termes associésà cette configuration en procédant paŕelimination comme suit :

1. Consid́erons le terme avec le plus grandL (L = 2) et le plus grandS (S = 1), soit
le 3D. Si ce terme existe, on doit pouvoir construire un déterminant de Slater avec
M = +2 etMS = +1. Le seul d́eterminant que l’on peut envisager de ce type est
|np+1α np+1α| = 0 : Le 3D est interdit par le principe de Pauli.

2. S’il existe, le prochain terme,1D, doit donner lieùa unétat avecM = +2 (donc
m1 = +1 = m2 nécessairement) etMS = 0 (ms1 = +1/2 = −ms2). Le d́eterminant
|np+1α np+1β| 6= 0 correspond bieǹa cette description. Le terme1D existe,

3. Le prochain terme est le3P . S’il existe, on devrait pouvoir trouver uńetat avecM =
+1,MS = +1. On peut en effet construire le déterminant|np+1α np0α| 6= 0 qui
correspond bieǹa cette description. Par conséquent, le terme3P existe.

4. Pourétablir si le terme1P existe, on doit trouver, non pas un seulétat avecM = +1
etMS = 0, car un telétat doit forćement exister, vu les termes1D et 3P que l’on
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a établis auparavant. Comme chacun de ces deux termes contient unétat avecM =
+1,MS = 0, on doit pouvoir construire jusqu’à trois états de ce type pourétablir
l’existence du1P . Or, on n’en trouve que deux réalisations possibles :

|np+1α np0β|, |np+1β np0α|

Le terme1P n’existe donc pas.

5. De même pour ce qui est du3S : s’il existe, on doit pouvoir trouver deux́etats avec
M = 0,MS = +1. Seul le d́eterminant

|np+1α np−1α| 6= 0

est trouv́e (|np0α np0α| = 0 est interdit). Il doit ńecessairement faire partie du3P
déjà établi. Le terme3S n’existe donc pas.

6. Finalement, le terme1S existe, car on trouve troiśetats avecM = 0,MS = 0 (deux
appartiennent aux deux termes déjà établis) :|np+1α np−1β| 6= 0, |np+1β np−1α| 6=
0 et |np0α np0β| 6= 0.

En ŕesuḿe, la configurationnp2 ne peut donner lieu qu’aux trois termes suivants :

1D, 3P, 1S

Remarques :
– Avec une configuration du typenp1n′p1 tous les termes3D, 1D, 3P, 1P, 3S, 1S sont per-

mis.
– La configurationnp4 donne lieu aux m̂emes termes que la configurationnp2. En ǵeńeral,

la configuration(nl)r donne lieu aux m̂emes termes que la configuration(nl)2(2l+1)−r.
– Une configuration peut donner lieuà plusieurs termes partageant la même valeur deL et

deS. Dans ce cas, on indiquera cette déǵeńerescence en donnant, dans une parenthèse
suivant le symbole du terme, le nombre de fois que le terme est réṕet́e. Par exemple, dans
la liste des termes associésà la configurationnd3 :

2H, 2G, 4F, 2F, 2D(2), 4P, 2P

on a indiqúe qu’il y a 2 termes2D (L = 2, S = 1/2).

4.4.4 Couplage spin-orbite : ḿelange de L et S

Le mouvement orbital de l’électron donne naissanceà un champ magńetique interne pro-
portionnel à ~L, champ qui peut interagir avec l’aimantation (moment magnétique) in-
trinsèque associée au spin du m̂emeélectron. On appelle cette interaction (faible), couplage
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spin-orbite. Elle est d́ecrite par un potentiel d’interaction du type

V̂so ∝ ~L.~S = L̂x.Ŝx + L̂y.Ŝy + L̂z.Ŝz (4.37)

Quand l’on tient compte de cette très faible interaction, on doit classer lesétats atomiques
en termes de valeurs propres deL̂2, Ŝ2, Ĵ2, Ĵz, où

~J = ~L+ ~S (4.38)

et non en terme dêL2, Ŝ2, L̂z, Ŝz car ces deux derniers opérateurs (composantes ’z’ de~L et
~S) ne commutent pas aveĉVxo. Si on d́enote parJ etMJ , les nombres quantiques associés
aux valeurs propres des opérateursĴ2, Ĵz du moment angulaire total~J , alors
–

J = L+ S, ..., |L− S|, MJ = M +MS

– lesétatsélectroniques sont maintenant identifiés par les quatre nombres(L, S, J,MJ),
– un terme est un groupe de(2J + 1) états et est identifíe par(L, S, J). Il est not́e

(2S+1)(Lettre)J

Par exemple, le terme1D dérivant de la configurationnp2 correspond̀a S = 0, L = 2.
Il donne donc lieùa une valeur deJ unique,J = 2. On écrira ainsi1D2 pour ce terme.
Le terme3P , lui, correspond̀a S = 1, L = 1 ; dans ce cas,J peut prendre trois valeurs :
J = 0, 1, 2, et on aurait donc trois termes différents3P0 (1 état),3P1 (3 états) et3P2 (5
états).

4.4.5 R̀egles de Hund

Quand l’on tient compte deδV (c.à d. de la vraie interaction coulombienne entre
les électrons), les diff́erents termeśemanant d’une m̂eme configuration n’ont plus
la mêmeénergie. Les r̀egles de Hund́etablissent que :

1. Le terme de plus basseénergie pour une configuration donnée est le terme de
plus grande multiplicit́e de spin (caractériśe par la plus grande valeur deS).

2. Parmi les termes de m̂eme multiplicit́e de spin (de m̂emeS), le terme ca-
ract́eriśe par la plus grande valeur deL est de plus basséenergie.

3. Si l’on tient compte du couplage spin-orbite, alors, parmi les termes de même
L etS, celui de plus basséenergie est
– celui caract́eriśe par la plus petite valeur deJ si la configuration contient

une sous couche moins qu’à demi remplie.
– celui caract́eriśe par le plus grandJ dans le cas contraire.
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Exemples

1. Pournp2, (cas deC), l’ordre des niveaux avant la levée de d́eǵeńerescence duèaVso

est :
E(3P ) < E(1D) < E(1S)

En tenant compte du couplage spin-orbite, on aura :

E(3P0) < E(3P1) < E(3P2) < E(1D2) < E(1S0)

2. Pournp4, (cas deO), l’ordre des niveaux avant la levée de d́eǵeńerescence duèaVso

est le m̂eme que pournp2 :

E(3P ) < E(1D) < E(1S)

Mais, en tenant compte du couplage spin-orbite, on aura, dans ce cas :

E(3P1) < E(3P0) < E(3P2) < E(1D2) < E(1S0)
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4.5 Compĺement A : Propri étés deśeléments

4.5.1 Potentiels d’ionisation

On d́efinit
– le premier potentiel d’ionisation I1 d’un atomeX par

I1 = E0(X
+)− E0(X) (4.39)

– de façon plus ǵeńerale, le kìeme potentiel d’ionisationIk par

Ik = E0(X
+k)− E0(X

+(k−1)) (4.40)

où la notationE0(esp̀ece) indique l’énergie de l’́etat fondamental de l’espèce en consid́eration.
En principe, leśenergies orbitalaires dépendent de l’́etatélectronique de l’esp̀ece. Comme
l’ état ioniśe X+(état fondamental) + e peut être consid́eŕe comme juste l’un deśetats
électroniques deX, parmi tant d’autres, les orbitales de l’ionX+ sont diff́erentes de celles
de l’atome neutreX. Cependant, dans une très bonne approximation, ditethéorème de
Koopman, I1 peut être repŕesent́e par l’́energie (εi) de l’orbitale (ϕi) où résidait, dans
l’atome parentX, l’ électronéject́e

théorème de Koopman
I1 ' −εi (4.41)

Dans ce sens, l’étude du premier potentiel d’ionisation deséléments est utile, car elle
constitue une sonde expérimentale de la structure orbitalaire des atomes. De même, l’́etude
des autres potentiels d’ionisation deséléments, dans la mesure où ils sont d́efinissables,
fournit une sonde de la structure orbitalaire des cations. On rappelle ici comment la va-
riation du premier potentiel d’ionisation, et de l’affinité électronique deśeléments, avec
leur position dans le tableau périodique, peut-̂etre comprise en termes de leur structure
électronique.
Les figures 4.2, 4.3 montrent les variations deI1 sur la 2ìeme ṕeriode et sur la 4ième
période du tableau ṕeriodique, respectivement, tandis que les variations dans un groupe
(une famille) du tableau ṕeriodique sont illustŕeesà la figure 4.4 pour le groupe des alcalins
(groupe Ia ou groupe 1) età la figure 4.5 pour la famille du Bore (groupe IIIa ou groupe ).
La figure 4.6 donne un aperçu géńeral des variations du premier potentiel d’ionisation en
fonction du nombre atomiqueZ.
On constate que

1. I1 atteint son maximum absolu sur une période quand l’on arrive au groupe des gaz
rares, avant de chuter dramatiquement quand l’on passeà l’élément alcalin suivant,
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FIG. 4.2 – Variation deI1(kJ/mole) sur la deuxìeme ṕeriode
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FIG. 4.3 – Variation deI1(kJ/mole) sur la quatrìeme ṕeriode

donnant ainsi lieùa la ṕeriodicit́e globale illustŕeeà la figure 4.6. La configuration
des gaz rares en est uneà couche complète, elle est d’une stabilité particulìere.

2. I1 tendà d́ecrôıtre quand l’on descend un groupe donné : ceci est relíe au fait que plus
bas unélément se situe dans un groupe, plus l’orbitale périph́erique (ou se trouvait
l’ électronéject́e) est diffuse, possédant un nombre quantique principal plus grand, et
moins elle est profonde eńenergie.

3. I1 crôıt géńeralement quand l’on traverse une période. Mais cette variation est loin
d’être monotone :
– sur la 2ìeme ṕeriode,I1 atteint un maximum local
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FIG. 4.5 – Variation deI1(eV ) dans le groupe IIIA

– pourBe, car cet́elément a une configuration avec des sous-couches complètes.
En plus, l’effet d’́ecran du premieŕelectron2s est tr̀es partiel vu de l’́electron
éject́e, unélectron2s aussi. Par contre, l’électron ṕeriph́erique (2p) deB sent
un effet d’́ecran complet de la part des deuxélectrons2s. Par apr̀es, l’ajout des
prochainśelectrons dans la sous-couche2p ne produit qu’un effet d’́ecran partiel
de la charge nucléaire ajout́ee etI1 augmente.

– pour l’azote,N , car la configuration2p3 dénote une sous-coucheà demi rem-
plie. L’état fondamental deN est un quadruplet, avec le nombre maximal de
spins électroniques non-appariés qui soit possible dans une sous-couchenp.
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FIG. 4.6 – Variation deI1(kJ/mole) sur les cinq premières ṕeriodes

Ceci conf̀ere une stabilit́e maximaleà l’état fondamental de l’azote, selon la
premìere r̀egle de Hund. Quand l’on continue d’ajouter desélectrons̀a la sous-
couche2p l’ énergie de ŕepulsionélectronique augmente, etI1 diminue deN à
O. L’augmentation de la charge nucléaire effective n’est suffisamment efficace
pour contrer celle de la répulsionélectronique qu’̀a partir deO et I1 remonteà
partir de ce point.

– sur la 4ìeme ṕeriode,I1 atteint un maximum pourAs pour les m̂emes raisons
qu’avanćees ci-haut pourN . Le maximum observ́e pourZn accompagne l’atteinte
de la configuratioǹa sous-couches complètes3d104s2. L’ électronéject́e étant un
desélectrons4s, ce maximum s’explique par le m̂eme raisonnement que celui
emploýe ci-haut pourBe.

4.5.2 Affinité électronique

Une propríet́e qui n’est pas sans rappeler le premier potentiel d’ionisation est l’affinit é
électronique. C’est l’énergie qui accompagne la capture d’unélectron par uńelémentX
pour former l’anionX− :

AX = E0(X
−)− E0(X) (4.42)
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H He
−74, 5 +21, 2
Li Be B C N O F Ne
−59, 8 −36, 7 −17, 3 −122, 3 +20, 1 −141, 3 −337, 5 +28, 9
Na Mg Al Si P S Cl Ar
−52, 2 +21, 2 −19, 3 −131 −68, 5 −196, 8 −349, 2 +35, 7
K Ca Ga Ge As Se Br Kr
−45, 4 +186 −35, 3 −139 −103 −203 −324, 1 +40, 5
Rb Sr In Sn Sb Te I Xe
−37, 6 +145 −19, 3 −99, 5 −90, 5 −189 −295, 2 +43, 5

Sc T i V Cr Mn Fe Co Ni Cu Zn
+70, 5 +1, 93 −60, 8 −93, 5 +93, 5 −44.5 −102 −156 −173 −8.7
Y Zr Nb Mo Tc Ru Rh Pd Ag Cd

+38, 6 −43, 5 −109 −114 −95, 5 −145 −162 −98, 5 −193 +26, 1

TAB . 4.3 – Affinité électronique (enkJ/mole) deséléments selon Zollweg

On voit que−AX n’est rien d’autre que le premier potentiel d’ionisation de l’anionX− :
l’anionX− est stable quand−AX est positive, donc quandAX est ńegative. Tout comme le
premier potentiel d’ionisation qui donne une idée de la position de l’orbitale périph́erique,
par lethéorème de Koopman, l’affinit éélectronique est reliée approximativementà l’énergie
de la premìere orbitale vacante de l’élément. Le tableau 4.3 montre les valeurs deAX des
éléments.
La plupart deśeléments ont uneAX négative. Les halog̀enes sont caractériśes par des va-
leurs les plus ńegatives deAX tandis que leurs voisins imḿediatsà la droite du tableau
périodique, les gaz rares, ont tous une affinité électronique positive. Ceci reflète la stabi-
lit é particulìere de la configuratioǹa couches complètes des gaz rares. Pareillement,AX

augmente (devient moins négative)
– quand l’on passe des métaux alcalins aux alcalino-terreux qui,à l’exception deBe, ont

tous uneAX positive,
– quand l’on passe de la famille du cuivreà celle du zinc, ŕeflétant la stabilit́e de la confi-

gurationà sous couche complète(n+ 1)s2nd10,
– quand l’on passe de la famille du chromeà celle du mangaǹese, ŕeflétant la stabilit́e de la

configurationà sous couche demi-complètend5 (état avec un nombre maximal de spins
parall̀eles),

– quand l’on passe du groupe Va au groupe VIa , réflétant la stabilit́e de la configuratioǹa
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sous couche demi-complètenp3, (état avec un nombre maximal de spins parallèles).
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4.6 Exercices

1. Le mod̀ele deśelectrons ind́ependants le plus simple pour He est obtenu en négligeant
compl̀etement l’interaction coulombique entre les deuxélectrons du système.Écrivez
l’Hamiltonien effectif monóelectroniquêh de ce mod̀ele et donnez la forme géńerale
a) des orbitales, b) des spin-orbitales et c) desénergies orbitalaires de ce système.
Calculez le premier et le second potentiel d’ionisation de l’atome dans cette approxi-
mation. Comparez vos résultats avec les valeurs expérimentales suivantes :
– premier potentiel d’ionisation(IP )1 = 24, 6eV
– second potentiel d’ionisation(IP )2 = 54, 4eV

À la lumìere de vos observations, critiquez ce modèle.

2. Dans un traitement tr̀es grossier d’un système lińeaire de liaisonsπ conjugúees, on
consid̀ere que leśelectronsπ se meuvent dans un potentiel uni-dimensionnel moyen
tel queVne +Veff est constant (nul) si la positionx de l’électron le long de la chaı̂ne
de liaisonsπ (dont la longueur estL) satisfait0 < x < L, et infini ailleurs. On
appelera ce mod̀ele ’mod̀ele particules dans une boı̂te”.
Déterminez a) les orbitales, b) lesénergies orbitalaires et c) les spin-orbitales d’un
tel syst̀eme.

3. Pourétudier tr̀es qualitativement le comportement des sixélectronsπ dans le benz̀ene,
on propose que cesélectrons puissentêtre consid́erés comme des particules indépendantes
se mouvant sur un cercle de rayonρ fixé, sitúe sur le planxz. L’Hamiltonien de ce
syst̀eme est

Ĥ =
6∑

i=1

ĥ(i)

avec

ĥ(i) = − h̄2

2meρ2

∂2

∂ϕ2
i

où ϕi est l’angle forḿe par le vecteur de position du i-èmeélectron (dans le plan) et
l’axe z. Montrez que

ψm(ϕi) =
1√
2π
eimϕi m ∈ Z

sont des orbitales dans ce modèle, dit ’particules sur un cercle’, du benzène. Dres-
sez un diagramme montrant les trois premiers niveaux d’énergie orbitalaire de ce
syst̀eme, avec leur d́eǵeńerescence respective.
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4. Consid́erons deux́electrons ’de m̂eme spin’, c’est-̀a-dire d́ecrits par la m̂eme fonction
de spin,α, disons.

(a) En vous plaçant dans l’approximation desélectrons ind́ependants, montrez que
les deux́electrons doivent ńecessairement̂etre d́ecrits par des orbitalesϕ1 ϕ2

différentes.

(b) Montrez que le d́eterminant de Slater d́ecrivant l’état du syst̀eme forḿe de ces
deuxélectrons dans les spinorbitales précit́ees se factorise en

1√
2
{ϕ1(~r1)ϕ2(~r2)− ϕ1(~r2)ϕ2(~r1)}α(1)α(2).

(c) Vérifiez que ces deux́electrons de m̂eme spin ne peuvent pas se trouver au même
endroit, c.̀a d. que l’on ne peut pas avoir

~r1 = ~r2.

5. En respectant le principe de Pauli, construisez la fonction d’onde de l’état fonda-
mental de l’́ethyl̀ene (un système de 2́electronsπ ) dans le mod̀ele ‘particules dans
une bôıte’ consid́eré ci-haut pour les systèmes de liaisonsπ conjugúees.

6. Écrivez la configuration de l’état fondamental du butadiène, un système de 4́electrons
π (2 liaisonsπ conjugúees), dans le m̂eme mod̀ele. Quelle en serait l’énergie totale ?

7. En respectant le principe de Pauli,écrivez a) la configuratiońelectronique, b) l’́energie
totale et c) la fonction d’onde totale, de l’état fondamental du benzène d́ecrit dans le
mod̀ele ‘particules sur un cercle’.

8. On donne au tableau 4.4 les premier et deuxième potentiels d’ionisation ainsi que
l’affinit é électronique des huit́eléments de la seconde période du tableau ṕeriodique.
On rappelle que l’affinit́e électronique,−AX d’un élémentX est aussi le premier
potentiel d’ionisation de l’anionX− :

− AX = E0(X)− E0(X
−) = I1(X

−) (4.43)

(a) En supposant que l’électron ṕeriphérique deX− est dans une orbitale hy-
drogénöıde, calculez la charge nucléaire effective,Zeff , ressentie par cet́electron
dansLi−, Be−, C−, F−, a) directement de la valeur deAX , b) en employant
les r̀egles de Slater.
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ÉlémentX Li Be B C N O F Ne
I1(X) /eV 5, 39 9, 32 8, 30 11, 26 14, 53 13, 62 17, 42 21, 56
I2(X) /eV 75, 6 18, 2 25, 2 24, 4 29, 6 35, 1 35, 0 41, 0
−AX /eV 0, 620 0, 380 0, 179 1, 27 −20, 1 1, 46 3, 49 −0, 30

TAB . 4.4 –

(b) En supposant que l’électron ṕeriphérique deX+ est dans une orbitale hy-
drogénöıde, calculez la charge nucléaire effective,Zeff , ressentie par l’́electron
périphérique deF+. À partir de ce ŕesultat, et des ŕesultats de la question
préćedente, et en employant la relation

< r >nl=
a0

2Zeff

[3n2 − l(l + 1)]

qui donne, exactement, la valeur moyenne du rayonr d’un atome hydroǵenöıde,
de charge nucĺeaireZeff , dans l’́etatψnlm, estimez le rayon moyen, (en unité
atomique, le Bohr,1Bohr = a0), deF− et deF+. Comment peut-on expliquer
la différence de taille de ces deux ions ?

(c) Il est int́eressant de comparer les variations de−AX sur la deuxìeme ṕeriode,
à celles deI1(X). En vous ref́erant à la structureélectronique de l’anionX−,
donnez une explication rationnelle aux observations suivantes :

i. −AX atteint un maximum pourX = C tandis queI1(X) atteint un
maximum pourX = N .

ii. −AX chute dramatiquement quand l’on passe deF àNe.

Laquelle de ces deux observations est bien réflét́ee dans la charge nucléaire
effectiveZeff , ressentie par l’́electron ṕeriphérique de l’anion et calculée par
les r̀egles de Slater ?

9. Imaginons un monde dans lequel l’électron a un spins = 3/2.

(a) Enuḿerez les valeurs possibles dems. Décrivez leśetats de spińelectronique
correspondant̀a chacune de ces valeurs.

(b) Quelle serait la configuratiońelectronique deC,Ne,Sc,Fe,S, dans ce monde ?
(On supposerait que les OA continuentà suivre la r̀egle de Klechkowski)

(c) Esquissez la forme qu’emprunterait le tableau périodique dans ce monde :
– Combien de familles (groupes) comprendra

– le bloc s ?
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– le bloc p ?
– Quelle type de configurations définira deśeléments ’nobles’ ?
Que se passerait-il si l’électron avait un spins = 1 ?

10. Soit deux moments angulaires~j1,~j2 indépendants (avec[ĵ1α, ĵ2β] = 0, α, β =

x, y, z) et leur somme~J = ~j1 +~j2.

(a) Montrez que~J est aussi un moment angulaire.

(b) Montrez que
Ĵ2 = ĵ2

1 + ĵ2
2 + (ĵ1xĵ2x + ĵ1y ĵ2y + ĵ1z ĵ2z)

ne commute pas aveĉj1α, ĵ2β, α, β = x, y, z mais qu’il commute bien avec
ĵ2
1 , ĵ

2
2 .

11. En utilisant l’exemple de la configurationnp2 pour un atome, illustrez clairement la
relation entre les concepts suivants :

(a) configuratiońelectronique, (b) termes spectraux, (c)états

12. À l’aide d’un diagramme de niveaux d’énergie, illustrez l’effet Zeeman sur lesétats
du terme3P de la configurationnp2.

13. Consid́erons la configuration1s22s22p23p de l’azote dans uńetat excit́e. On montre
que leśetats de plus basse d’energie dérivant de cette configuation forment un terme
spectral4D. D’autre part, on sait que la configuration1s22s22p3 de l’état fonda-
mental de l’atome ne peut pas donner un terme4D. Quel facteur interdit le terme
4D pour la configuration de l’́etat fondamental de l’azote ? Expliquez pourquoi ce
facteur n’op̀ere plus dans le cas de la configuration1s22s22p23p.

14. Donnez les termes spectraux dérivant de la configurationnp4 dans l’ordre deśenergies
croissantes (couplage spin-orbite inclus). Indiquez la déǵeńerescence de chaque ni-
veau.

15. Montrez que les termes spectraux dérivant d’une configurationnd2 sont :3F, 1G, 1D, 3P, 3S.
Calculez les valeurs deJ assocíeesà chacun de ces termes.

16. La configuration de l’́etat fondamental de l’atome de Zirconium est[Kr]4d25s2.
Celle de l’atome de Nickel est[Ar]3d84s2. Indiquezà quel terme spectral appar-
tiendrait l’état fondamental dans chacun de ces deux cas.

17. La configuration de l’́etat fondamental de l’ionTi3+ est

[Ar]3d1

où [Ar] représente la configuration1s22s22p63s23p6 desélectrons du ‘coeur’ de
l’atome. Gr̂aceà l’effet d’écran de ceśelectrons de coeur, on peut considérer que
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l’ électrond est assujettìa un champ moyeńequivalent̀a celui d’un noyau de charge
Z = +4. Dans cette approximation, l’ionTi3+ est donc consid́eré comme un atome
hydroǵenöıde exit́e à unétat3d.

(a) Décrivez les termes spectraux que peut donner la configuration[Ar]3d1 de l’ion
Ti3+.

(b) Décrivez comment le niveauE3d de l’ion se scinderait en plusieurs niveaux
si l’on tient compte du couplage spin-orbite. Indiquez la déǵeńerescence de
chaque niveau d’énergie dans ce schéma.



Chapitre 5

ORBITALES MOL ÉCULAIRES

Nous avons vu que, dans le cadre d’un modèle desélectrons ind́ependants, la fonction
d’onde d’un syst̀eme à plusieursélectrons, qu’il soit atomique ou moléculaire, est un
produit antisyḿetriśe d’orbitales ou plut̂ot de spin-orbitales. Ce sont des fonctions mono-
électroniques qui, dans le cas d’un atome, s’apparentent aux fonctions propres du système
hydroǵenöıde correspondant. De la même manìere, on peut obtenir une idée qualitative de
la forme et de la disposition des orbitales d’une molécule donńee en consid́erant le syst̀eme
à unélectron correspondant. Dans ce qui suit, on considérera en d́etail la construction des
orbitales des molécules diatomiques homo-nucléairesA2, et h́et́eronucĺeairesAB. Le prin-
cipe de la classification des orbitales selon leur comportement vis-à- vis des oṕerations de
symétrie du syst̀eme sera d’abord exposé. La construction des orbitales selon une méthode
courante, dite ḿethode LCAO sera ensuite abordée. Les principes de cette méthode se-
ront ensuite utiliśees dans la description des orbitales moléculaires de quelques molécules
simples.
Il est important de souligner que la structureélectronique que l’on considère ici est as-
socíeeà une configuration nucléaire ou ǵeoḿetrie donńee. Cette structuréelectronique, les
orbitales, leuŕenergie, leur degré d’occupation, etc., varient d’une géoḿetrie nucĺeaireà
une autre. Quel sens peut-on donnerà ce concept de structureélectronique d́efinie à une
configuration nucĺeaire fix́ee ? Quel r̂ole peuvent-ils jouer, les quantités comme l’́energie
électronique totale ou orbitalaire, vis-à-vis des mouvements nucléaires ? La ŕeponsèa ces
questions est fournie par le formalisme sous-jacentà ce qui est appelé approximation de
Born-Oppenheimer. Nous donnerons donc tout d’abord un survol de cette approximation.

116
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5.1 Approximation de Born-Oppenheimer

5.1.1 Hamiltonien moĺeculaire

Si l’on tient compte des mouvements nucléaires, alors l’Hamiltonien total décrivant un
syst̀eme moĺeculaire comportantN noyaux de chargeZαe et de masseMα et n électrons
est

Ĥ = T̂N + Vnn(~Rα) + Ĥel(~Rα) (5.1)

où

T̂N ≡
N∑

α=1

(
− h̄2

2Mα

)
∇2

α (5.2)

est l’oṕerateur associé à l’énergie cińetique desN noyaux et

Vnn(~Rα) = −
N∑

α=1

N∑
β 6=α

ZαZβe
2

(4πεo) | ~Rα − ~Rβ |
, (5.3)

repŕesente leur interaction coulombienne. L’opérateurĤel est l’Hamiltonienélectronique
assocíe à une ǵeoḿetrie nucĺeaire fix́ee, le m̂eme Hamiltonieńelectronique que celui ren-
contŕe au chapitre préćedent, soit

Ĥel(~Rα) ≡
n∑

i=1

{
− h̄2

2me

∇2
i + Vne(~ri)

}
+
∑

i

∑
j 6=i

e2

(4πεo) | ~ri − ~rj |
(5.4)

avec

Vne(~ri) = −
N∑

α=1

Zαe
2

(4πεo) | ~ri − ~Rα |
(5.5)

C’est cet Hamiltonieńelectronique d́efini à une configuration nucléaire fix́ee que l’on rem-
placerait par la somme d’Hamiltoniens monoélectroniques effectifŝh, dans un mod̀ele des
électrons ind́ependants. On reviendraà ce point plus tard.
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5.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

On prendra soin de noter que,à cause de la d́ependance deVne sur ~Rα, l’ Hamiltonien
électroniqueĤel dépend paraḿetriquement des coordonnées nucĺeaires. Il ne commute
donc pas avec l’oṕerateurT̂N , et comme ces deux opérateurs apparaissent dans l’Hamil-
tonien moĺeculaireĤ, les mouvementśelectroniques et nucléairesne sont pas śeparables,
c’est-̀a- dire que, rigoureusement, on ne peut pasécrire la fonction d’onde totaleΨ(~ri, ~Rα)
sous la forme d’un produit de deux fonctions d’onde sépaŕees, l’une pour les noyaux, l’autre
pour lesélectrons.
L’approximation de Born-Oppenheimer propose cependant une telle forme de produit pour
la fonction d’onde totale. Dans cette approximation, onécrit

Ψtot(~ri, ~Rα) ' ζ(~Rα).ψ(~ri | ~Rα) (5.6)

la fonctionψ(~ri | ~Rα) étant une fonction propre dêHel(~Rα), (avec valeur propreEel(~Rα)) ;
et de ce fait, elle d́epend paraḿetriquement de~Rα, tout comme elle d́epend de la valeur de
bien d’autres param̀etres : la chargee, le nuḿero de chargeZα des noyaux, la constante
de Planck̄h, etc. On souligne cependant cette dépendance paraḿetrique deψ(~ri | ~Rα) sur
~Rα, car sa pŕesence fait que (5.6) ne représente pas une séparation de variables authen-
tique, comme on l’avait apprise auparavant. On dit que (5.6) représente uneséparation
adiabatiqueentre leśelectrons et les noyaux. Si l’on laisse agir l’Hamiltonien totalĤ sur
cette expression deΨtot(~ri, ~Rα), alors on obtient l’expression suivante de l’équation de
Schr̈odinger

ĤΨtot ' ζ(~Rα) ·
[
Ĥelψ(~ri | ~Rα)

]
+
[
(T̂N + Vnn)ζ(~Rα)

]
· ψ(~ri | ~Rα)

+
[
T̂Nψ(~ri | ~Rα)

]
ζ(~Rα) +

N∑
α=1

(
− h̄2

Mα

)
~∇αψ(~ri | ~Rα) · ~∇αζ(~Rα)

= Eζ(~Rα).ψ(~ri | ~Rα) (5.7)

Si l’on consid̀ere queψ(~ri | ~Rα) ne d́epend que faiblement des coordonnées nucĺeaires
~Rα, alors les termes

[
T̂Nψ

]
ζ et (1/Mα)~∇αψ.~∇αζ dans (5.7), termes ditscouplages non-

adiabatiques, peuventêtre ńegligés vis-̀a-vis des termes restants ; en particulier ces cou-
plages non-adiabatiques sont géńeralement bien plus faibles que le termeĤelψ ≡ Eelψ, dû
au fait queMα � me. Sans ces termes de couplage non-adiabatique, (5.7) se réduità([

T̂N + Vnn(~Rα) + Eel(~Rα)
]
ζ(~Rα)

)
.ψ(~ri | ~Rα) ' Eζ(~Rα).ψ(~ri | ~Rα), (5.8)
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ou, simplement [
T̂N + Vnn(~Rα) + Eel(~Rα)

]
ζ(~Rα) ' Eζ(~Rα), (5.9)

qui repŕesente unéequation aux valeurs propres pourζ(~Rα). Cetteéquation a la forme
d’uneéquation de Schrödinger pour le mouvement nucléaire, avec un potentiel effectif

U(~Rα) = Vnn(~Rα) + Eel(~Rα). (5.10)

La fonctionζ(~Rα) est appeĺeefonction d’onde nucléaire; elle d́ecrit les vibrations et les
rotations de la moléculedans uńetatélectronique donńe. En effet, pour chaquéetat propre
ψI(~ri | ~Rα) de l’Hamiltonienélectronique,Ĥel, le potentiel gouvernant ces mouvements,
(5.10), d́epend de la valeur propre associéeEI

el(~Rα), et les mouvements nucléaires, donc
les états vibrationnels et rotationnels, diffèrent d’unétat électroniquèa un autre. On ap-
pelle les diff́erentes fonctionsUI(~Rα), définies par (5.10),courbes ou surfaces d’́energie
potentielle.
En ŕesuḿe, dans l’approximation de Born-Oppenheimer, onécrit la fonction d’onde to-
tale sous la forme du produit d’une fonction d’ondeélectronique avec une fonction d’onde
nucĺeaire. La fonction d’ondéelectronique d́epend paraḿetriquement de la ǵeoḿetrie nucĺeaire
et est une fonction propre de l’Hamiltonienélectronique. La somme de la valeur propre as-
socíee (l’énergieélectronique) et du potentiel de répulsion coulombienneVnn définit un
potentiel effectif qui gouverne les mouvements nucléaires. Ceux ci varient donc d’uńetat
électroniquèa un autre.
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5.2 Orbitales moĺeculaires : ǵenéralit és

5.2.1 Mod̀ele deśelectrons ind́ependant

Dans le mod̀ele deśelectrons ind́ependants, l’Hamiltonien̂Hel(~Rα) estécrit approximati-
vement comme une somme d’Hamiltoniens monoélectroniques effectifs

Ĥel(~Rα) '
Ne∑
i=1

ĥ(i; ~Rα) (5.11)

qui dépendent de la ǵeoḿetrie nucĺeaire. Les orbitales moléculaires (OM) sont des fonc-
tions propres dêh(i; ~Rα)

ĥ(i; ~Rα)ϕk(i; ~Rα) = εk(~Rα)ϕk(i; ~Rα). (5.12)

Leur forme d́epend donc fortement du modèle sṕecifique au sein duquel on construitĥ.
Dans le mod̀ele deśelectrons ind́ependants le plus exact,ĥ est l’oṕerateur de Fock

ĥ ≡ F̂ [{ϕk}; ~Rα] =

(
− h̄2

2me

)
∇2 + Vne(~r, ~Rα) +

∑
j 6=i

[
Ĵj(~ri)− K̂j(~ri)

]
(5.13)

où les oṕerateurs de Coulomb et d’échangeĴj, K̂j ont ét́e d́efinis auparavant, (eqs.(4.12),
(4.33)). L’équation (5.12) représente alors l’́equation de Hartree-Fock, (4.35). Sa résolution
par des approximations successives définit les OM au niveau SCF-HF.
Il est à noter que, dans le cas des molécules, m̂eme si elle est pousséeà la limite de Hartree-
Fock ( òu l’ équation (5.12) est résolue exactement) cette description en termes d’orbi-
tales, qui fait appel ńecessairementà une hypoth̀ese d’́electrons ind́ependants, peut devenir
inad́equate dans des régions de l’espace de configurations nucléaires proches des limites
dissociatives. Ńeanmoins, pour des fins pédagogiques du cours, on continueraà consid́erer
la structuréelectronique des molécules dans un tel modèle orbitalaire.

5.2.2 Syḿetrie moléculaire

Exemple des moĺecules lińeaires

Toute moĺecule diatomique, et plus géńeralement, toute molécule lińeaire poss̀ede une
symétrie de ŕevolution autour de l’axe internucléaire, qui est un axe de rotation d’ordre
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infini. Ceci implique que les propriét́es de cette molécule sont invariantes par rapportà une
rotation d’un angle quelconque autour de cet axe. En utilisant les coordonnées sph́eriques
définiesà la figure 5.1, on trouve queVeff ainsi queVne, le potentiel d’attraction coulom-
bienneélectron-noyau, ne dépendent que der et deθ.
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FIG. 5.1 – Définition des coordonńees sph́eriques pour uńelectron dans une molécule
diatomique

Par conśequent, on trouve que l’opérateur de moment cinétiquêlz individuel de tout́electron
commute aveĉh,

[l̂z, ĥ] = 0. (5.14)

et les orbitales moléculaires peuvent̂etre construites comme fonctions propres communes
de l̂z et deĥ. En l’absence de d’autreséléments de syḿetrie,l̂z et ĥ forment donc un ECOC
pour chaquéelectron.

En plus, l’Hamiltonien mono-́electronique effectif̂h ne d́epend de l’angleϕ que par l’in-
termédiaire de l’oṕerateur∂2/∂ϕ2 ∝ l2z . Ses valeurs propres, c’est-à-dire leśenergies orbi-
talairesεi, ne d́ependent donc du nombre quantique magnétiquem qu’à traversm2, c’est-
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à-direà travers| m | ; tout niveau caractériśe par une valeurλ de | m | non nulle est donc
doublement d́eǵeńeŕe, car l’on trouve toujours deux orbitales qui y sont associées, l’une
avecm = +λ, l’autre avecm = −λ. On nomme les orbitales de la molécule, selon la va-
leur de| m |, par une lettre grecque minuscule en utilisant la convention définie au tableau
5.1.

valeur de| m | type d’orbitale
0 σ
1 π
2 δ
3 ϕ
>3 ordre alphab́etique

TAB . 5.1 –Convention de nomenclature des orbitales d’une molécule lińeaire

Mol écules lińeaires centrosyḿetriques

Dans le cas des molécules centrosyḿetriques, telles les molécules diatomiques homo-
nucĺeairesA2, des triatomiquesXAX, etc., un nouveĺelément de syḿetrie apparait, soit
l’inversion par rapport au centre de la molécule. L’existence de cette symétrie s’exprime
par la relation de commutation suivante

[ı̂, ĥ] = 0

où l’opérateur hermitien̂ı est d́efini par

ı̂f(x, y, z) = f(−x,−y,−z).

Cet oṕerateur s’ajoute donc̀a l̂z et ĥ pour compĺeter l’ECOC d’unélectron d’une telle
molécule.
À la caract́erisation pŕećedente des OM en termes des valeurs propres del̂z, la syḿetrie
d’inversion ajoute la classification des orbitales selon leur comportement vis-à-vis dêı. Les
orbitales peuvent̂etre paires, c.à.d. de valeur propre+1 par rapport̀a ı̂ ; on dit encore qu’elle
est de caractèreg, pourgerade≡ paire en allemand. Elles peuventêtre impaires, c.à.d. de
valeur propre−1 par rapport̀a ı̂ ; on dit alors qu’elle est de caractèreu, pourungerade≡
impaire en allemand. On est donc amené à parler d’orbitalesσg, σu, πg, πu, etc. . ..
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Mol écules polyatomiques

De façon plus ǵeńerale, la classification des orbitales d’une molécule quelconque utilise
les concepts de la théorie des groupes de symétrie1. Chaque moĺecule peut̂etre clasśee
en terme de la syḿetrie que sa ǵeoḿetrie d’́equilibre pŕesente : par exemple,H2O est de
symétrieC2v, CH4 de syḿetrie Td. Chaque oṕeration de syḿetrie du groupe est décrite
par un oṕerateur qui commute aveĉh. Mis ensemble, ces opérateurs constituent avecĥ un
ECOC d’unélectron de la molécule.
Une fonction est diteadaptéeà la symétrie de la moĺecule si elle est une fonction propre
commune aux diff́erents oṕerateurs de syḿetrie du groupe. En fait, selon la théorie des
groupes, pour un groupe de symétrie donńe, il existe un petit nombre de ’patrons’ de com-
portement possibles de fonctions par rapportà ces oṕerateurs. Ces ’patrons’ correspondent
à des combinaisons uniques de valeurs propres des opérateurs de syḿetrie et d́efinissent
des classes appeléesrepr ésentations irŕeductiblesdu groupe. Les orbitales moléculaires
sont fonctions propres dêh et les oṕerateurs du groupe de symétrie moĺeculaire. Elles sont
donc clasśes et identifíees en termes de ces représentations irŕeductibles de la th́eorie des
groupes.
L’utilisation syst́ematique de la syḿetrie va au-del̀a de la classification des OM. Elle facilite
aussi grandement la construction des OM par la méthode LCAO d́etaillée dans les sections
à suivre.

1La théorie des groupes de symétrie fait l’objet d’un cours śepaŕe, au niveau deśetudes suṕerieures.
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5.3 Méthode LCAO

L’ équation de Schrödinger ind́ependante du temps peutêtre ŕesolue exactement dans un
cas moĺeculaire simple, celui de l’ion moléculaireH+

2 dans une ǵeoḿetrie nucĺeaire fix́ee
correspondant̀a une valeur donńee de la distance internucléaireR. L’expośe de ces solu-
tions exactes présente peu d’intér̂et dans la mesure où ni ces solutions elles-m̂eme, ni leur
mode de construction exacte ne sont géńeralisables̀a des syst̀emes plus complexes.

Il suffit de mentionner que l’étude des solutions exactes pourH+
2 montre que ses or-

bitales moĺeculaires tendent tous asymptotiquement, (c.à d. dans la limiteR −→ ∞),
vers des combinaisons linéaires simples d’orbitales atomiques. En fait, ces combinaisons
linéaires continuent̀a bien repŕesenter, dans une très bonne approximation, les orbitales de
ce syst̀emeà unélectronà toutR 6= 0. Toute approche th́eorique dans laquelle on exprime
les orbitales moĺeculaires sous la forme de combinaisons linéaires d’orbitales atomiques est
désigńee par le vocable ǵeńeral de ḿethode LCAO (pour Linear Combination of Atomic
Orbitals), et constitue l’approche la plus couramment utilisée dans des calculs de chimie
quantique.

Formellement, l’approche est basée sur le fait que les orbitales atomiques (OA) de chaque
atome forment une base complète, puisqu’elles sont fonctions propres d’un opérateur her-
mitien, l’Hamiltonien effectif̂hat atomique. L’ensemble des OA de tous les atomes consti-
tuant une moĺecule forme une base (monoélectronique) plus que complète, et on peut donc
développer les orbitales moléculaires recherchées sur cette base, c.à. d. lesécrires sous la
forme

ψ =
∑
i,a

ci,aϕi,a (5.15)

la somme couvrant toutes les OA (indicei) de chaque atome, et ceci pour tous les atomes
(indice a). En pratique, on limite la sommèa un nombre fini d’OA, et d́eterminer les
coefficientsci,a de ce d́eveloppement est un problème d’alg̀ebre lińeaire (calculs matri-
ciels), m̂eme quand̂h est pris sous sa forme la plus complète, soit l’oṕerateur de Fock de
l’ équation (5.13)

5.3.1 Caśecole : combinaisons lińeaires de 2 OA

Pour exposer simplement le principe de la méthode LCAO, nous considérerons d’abord la
combinaison lińeaire de 2 orbitales atomiques (OA)ϕa, ϕb pour former une OM d’une
molécule diatomiqueAB par exemple :

ψ = caϕa + cbϕb (5.16)
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les OAϕa etϕb sont des orbitales atomiques centrées sur le noyauA etB, respectivement,
et sont suppośees connues. Les coefficientsca et cb sont les inconnues du problème, et les
trouver revient̀a d́eterminerψ. Pour obtenir deśequations d́eterminantca etcb, substituons
le développement (5.16) dans l’équation aux valeurs propres pourĥ, (5.12).

ĥ(caϕa + cbϕb) = caĥϕa + cbĥϕb = E(caϕa + cbϕb)

Projetons ensuite ceci sur chacune des OA de baseϕa etϕb. Il vient
– apr̀es projection surϕa :

caHaa + cbHab = Eca + EcbSab (5.17)

– apr̀es projection surϕb :

caHba + cbHbb = EcaSba + Ecb (5.18)

où l’on a d́efinit :

Haa ≡
∫
ϕ∗aĥϕadV =< ϕa|ĥ|ϕa >, Hbb ≡< ϕb|ĥ|ϕb >, (5.19)

Hab ≡< ϕa|ĥ|ϕb >=< ϕb|ĥ|ϕa >
∗, (5.20)

et

Sab ≡< ϕa|ϕb >= S∗ba. (5.21)

Notons que l’int́egraleSab n’est pas nulle : deux orbitales atomiques centrées sur des
noyaux diff́erents ne sont pas orthogonales. Cette intégrale s’appelle le recouvrement des
orbitalesϕa etϕb. Les int́egralesHaa, Hbb etSab sont ǵeńeralement de valeur complexe et
ne d́ependent que des fonctions connuesϕa etϕb. Ce sont donc des quantités que l’on peut
consid́erer comme connues. Elles dépendent bien entendu deR.
On supposera dans tout ce qui suit que les OA de base ontét́es choisies ŕeelles. Dans ce
cas, on a

Hba = Hab

et
Sba = Sab,

et les deux́equations (5.17) et (5.17) deviennent
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ca(Haa − ε) + cb(Hab − εSab) = 0,

ca(Hab − εSab) + cb(Hbb − ε) = 0. (5.22)

Elles forment un système d’́equations lińeaires pour les deux inconnuesca et cb. On peut
écrire ce syst̀eme sous la forme(

(Haa − ε) (Hab − εSab)
(Hab − εSab) (Hbb − ε)

)(
ca
cb

)
=

(
0
0

)
.

On voit alors que pour qu’un vecteur solution non triviale(
ca
cb

)
6=
(

0
0

)

puisse exister, il faut que la matrice(
(Haa − ε) (Hab − εSab)

(Hab − εSab) (Hbb − ε)

)

soitnon-inversable. Son d́eterminant doit donĉetre nul. Le syst̀eme d’́equations (5.22) ne
poss̀ede donc de solutions non- triviales que si et seulement si

∣∣∣∣∣ (Haa − ε) (Hab − εSab)
(Hab − εSab) (Hbb − ε)

∣∣∣∣∣ = 0. (5.23)

Cette condition, appeléeéquation śeculaire, repŕesente unéequation alǵebrique du second
ordre pour l’́energieε, qui elle aussi,́etait inconnue. Elle possède deux solutions,ε+ et
ε−, et l’on ne peut obtenir que deux orbitales moléculaires avec une combinaison linéaire
de la forme limit́ee de (5.16). La forme de ces deux orbitales s’obtient une fois que les
coefficientsca et cb sont tiŕes du syst̀eme (5.22), avecε = ε±.

5.3.2 Propriétés qualitatives des solutions

Estimation des int́egrales

Pour des fins d’analyse qualitative de cette section, il est commode d’admettre les hy-
poth̀eses suivantes concernant les intégralesHaa, Hbb, Hab etSab :
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– Intégrales du typeHaa : Dans une première approximation, on peut admettre que2

Haa ' ε0a, (5.24)

Hbb ' ε0b , (5.25)

où ε0a est l’énergie de l’orbitaleϕa dans l’atomeA, ε0b celle de l’orbitaleϕb dans l’atome
B. Ce sont des quantités ńegatives.

– IntégraleHab : On a estiḿe que cette int́egrale peut s’́ecrire soit sous la forme

Hab ' (ε0b + va)Sab, (5.26)

ou sous la forme

Hab ' (ε0a + vb)Sab, (5.27)

où va(b) est, grosso-modo, l’énergie d’attraction moyenne ressenti, de la part du noyau
A(B), par unélectron localiśe dans le voisinage de ce noyau, et décrit par l’orbitale
atomiqueϕa(b).

– Intégrale de recouvrementSab : La valeur absolue de cette intégrale est toujours inférieure
à 1 ; Sab peut être positive ou ńegative et d́epend de la nature des deux orbitales im-
pliquées, ainsi que de leur orientation relative. La figure 5.2 illustre quelques cas ty-
piques.

2En écrivant
ĥ = ĥa + Veb = ĥb + Vea

où Vea(b) décrit l’interaction de Coulomb́electron-noyauA(B), et ĥa(b) est pratiquement l’Hamiltonien
atomique deA(B), on a

< ϕa(b)|ĥ|ϕa(b) > = < ϕa(b)|ĥa(b)|ϕa(b) > + < ϕa(b)|Veb(a)|ϕa(b) >

' ε0a(b)− < ϕa(b)|
Zb(a)e

2

Reb(a)
|ϕa(b) >

Le dernier terme dans ceci décrit unécrantage de la charge du noyauB(A) produit par uńelectron localiśe
près deA(B) dans l’orbitale atomiqueϕa(b). Comme dans la résolution deśequations de Hartree-Fock pour
un syst̀emeà plusieursélectrons, cet́ecrantage est déjà tenu compte viaVeff , on ignorera ce terme ici,
obtenant (5.24) et (5.25). D’autre part, on a aussi

< ϕa|ĥ|ϕb > = < ϕa|ĥb|ϕb > + < ϕa|Vea|ϕb >

' (ε0b+ < ϕa|Vea|ϕa >) < ϕa|ϕb >

' (ε0b+ < ϕa|Vea|ϕa >)Sab

ce qui donne (5.26) et (5.27).
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FIG. 5.2 –Illustration de la d́ependance deSab sur la nature et l’orientation relative des
deux orbitales impliqúees

Mol écules homonucĺeaires

Dans ce cas, on aHaa = Hbb (ε0a = ε0b) par syḿetrie.

1. Énergies orbitalaires
L’ équation śeculaire donne

ε+ =
Haa +Hab

1 + Sab

, (5.28)

ε− =
Haa −Hab

1− Sab

. (5.29)

Si l’on suppose que| Sab |� 1, ce qui est souvent valide, on peut développerε± en
série de puissance deSab, par exemple :

ε+ =
Haa +Hab

1 + Sab

' ε0a + (ε0a + vb)Sab

1 + Sab
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= ε0a +
vbSab

1 + Sab

' ε0a + vbSab(1− Sab)

pour obtenir

ε+ ' ε0a + vbSab − vbS
2
ab,

ε− ' ε0a − vbSab − vbS
2
ab, (5.30)

ou encore

ε+ − ε0a ' vbSab(1− S2
ab),

ε− − ε0a ' −vbSab(1 + S2
ab), (5.31)

Des deux racines de l’équation śeculaire, il y a toujours une qui est inférieureà ε0a, et
une suṕerieureà cette valeur de référence. Lequel des 2 niveauxε± est plus bas que
le niveau atomiqueε0a, cela d́epend du signe de l’intégrale de recouvrementSab, mais
un examen attentif de (5.31) nous convainc facilement que, quel que soit le signe de
Sab, la différence d’́energie entre le niveau moléculaire le plus haut (ce qui définit
une orbitale antiliante) et le niveau atomique est supérieureà celle entre le niveau
moléculaire le plus bas (correspondantà une orbitale liante) et le niveau atomique :

εantiliant − ε0a > ε0a − εliant

Pour fixer les id́ees, on consid́ereraSab > 0 dans ce qui suit. Dans ce cas

ε+ < ε0a < ε−.

2. Orbitales moléculaires
Correspondant̀a ε+, (5.28), on obtient, du système (5.22)

ca = cb =
1√

2(1 + Sab)
, (5.32)

la dernìereégalit́e provenant de la condition de normalisation

c2a + c2b + 2cacbSab = 1.
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AvecSab > 0, l’orbitale correspondante

ψ+ =
1√

2(1 + Sab)
(ϕa + ϕb),

a uneénergie inf́erieure au niveau atomique de référence, et n’a aucun noeud entre
les deux noyauxA,B. Elle est dite liante.
De même, pourε−, on obtient

ca = −cb =
1√

2(1− Sab)
. (5.33)

l’orbitale correspondante

ψ− =
1√

2(1− Sab)
(ϕa − ϕb)

a uneénergie suṕerieure au niveau atomique de référence, et n’a un noeud entre
les deux noyauxA,B (changement de phase entreϕa et ϕb, entre lesquelsSab est
positive, c.̀a.d. qu’intrins̀equement, il n’y a pas de changement de signe quand l’on
passe d’une OÀa l’autre). Elle est dite antiliante.

Mol écules h́etéronucléaires

Consid́erons maintenant le cas où les deux orbitales sont très distantes eńenergie. Pour
fixer les id́ees, on prendrait ici le cas spécifique(ε0a < ε0b).

1. Énergies orbitalaires
Écrivons explicitement l’́equation śeculaire, (5.23), sous forme dévelopṕee, utilisant
(5.24)

(1− S2
ab)ε

2 + (2HabSab − ε0a − ε0b)ε+ (ε0aε
0
b −H2

ab) = 0 (5.34)

Le discriminant de cettéequation quadratique peut s’écrire
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∆ = (ε0a − ε0b)2

[
1 + 4

(Hab − ε0aSab)(Hab − ε0bSab)

(ε0a − ε0b)2

]
. (5.35)

Or, d’apr̀es (5.26) et (5.27),(Hab− ε0aSab) ' vbSab, (Hab− ε0bSab) ' vaSab, de sorte
que le second terme entre accolades dans cette expression de∆ est du second ordre
enSab. On peut donćecrire

√
∆ ' (ε0b − ε0a)

[
1 + 2

(Hab − ε0aSab)(Hab − ε0bSab)

(ε0a − ε0b)2

]
, (5.36)

à cet ordre. On obtient alors, au second ordre enSab

ε− =
−(2HabSab − ε0a − ε0b)−

√
∆

2(1− S2
ab)

' ε0a −
(vbSab)

2

(ε0b − ε0a)
< ε0a, (5.37)

et

ε+ =
−(2HabSab − ε0a − ε0b) +

√
∆

2(1− S2
ab)

' ε0b +
(vaSab)

2

(ε0b − ε0a)
> ε0b . (5.38)

On voit donc queε− < ε+, c’est-̀a-dire queε− est le niveau orbitalaire le plus bas. Ce
niveau moĺeculaire le plus bas,ε−, est plus profond que le plus bas des deux niveaux
atomiques. Uńelectron occupant ce niveau stabilisera donc la molécule. Par contre,
le niveau moĺeculaireε+ est suṕerieur au niveau atomique le plusélev́e, et uńelectron
occupantε+ déstabilisera la molécule. Finalement on remarque que l’écart entre le
niveau moĺeculaireε− et le niveau atomique le plus basε0a est d’autant plus faible que
les deux niveaux atomiques de départ sont pluśeloigńes.

2. Orbitales moléculaires
Correspondant̀a ε−, (5.37), on a

cb
ca
' −

(vbSab)
2

(ε0
b
−ε0a)

Hab − (ε0a −
(vbSab)2

(ε0
b
−ε0a)

)Sab

, (5.39)

Posant
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t =
vbSab

(ε0a − ε0b)
,

et nous rappelant que(Hab − ε0aSab) ' vbSab, nous pouvons ré-́ecrire (5.39) sous la
forme

cb
ca
' − t

1− tSab

' −t, (5.40)

qui, avec la condition de normalisation

c2a + c2b + 2cacbSab = 1,

donne

ca '
[

1

1 + t2 − 2tSab

]1/2

' 1 + tSab −
1

2
t2, (5.41)

cb = −tca ' −t, (5.42)

au second ordre enSab (t en est du premier ordre).
On a donc, pour l’orbitale moléculaire de plus basseénergie (́energie orbitalaireε−)

ψ1 = (1 + tSab −
1

2
t2)ϕa − tϕb. (5.43)

Un calcul analogue commencant avec la substitutionε = ε+ dans le syst̀eme (5.22),
donne

ψ2 = rϕa + (1− rSab −
1

2
r2)ϕb. (5.44)

où

r ≡ vaSab

(ε0b − ε0a)
.
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Dansψ1, on a| ca | > | cb |, et l’orbitaleϕa, dont l’énergie est la plus proche de
ε−, domine l’orbitale atomiqueϕb ; de m̂eme, dansψ2, | cb | > | ca |, et l’orbitale
atomiqueϕb domine l’orbitaleϕa. Dans le cas limiteε0a � ε0b , ε− est virtuellement
confondue avecε0a etψ1 ' ϕa, tandis queψ2 ' ϕb, avecε+ ' ε0b .

5.3.3 Ǵenéralisation : r ègles du d́eveloppement LCAO

Les consid́erations et observations préćedentes ne se limitent pasà un d́eveloppement
LCAO limit é à deux termes, comme celui de (5.16). Elles se géńeralisent facilement au
cas d’un d́eveloppement ǵeńeral sur une base deN AO, tel que donńe à l’équation (5.15),
que nous reprendrons ici sous la forme

ψ =
∑
κ

cκϕκ (5.45)

où, pour simplifier l’́ecriture deśequations,κ tiendra pour les deux indicesi, a de (5.15)
combińees. Proćedant comme dans le cas d’un développement sur deux OA, on substitue
(5.45) dans (5.12) et projète l’équation ŕesultante sur chacune des OA de base,ϕκ. On
obtient alors un système d’́equations lińeaires pour les coefficientscκ :

∑
κ′
cκ′(Hκ′1 − εSκ′1) = 0,

∑
κ′
cκ′(Hκ′2 − εSκ′2) = 0,

...

...∑
κ′
cκ′(Hκ′N − εSκ′N ) = 0 (5.46)

où les int́egrales (́eléments de matrice)Hκ′κ etSκ′κ sont bien entendu définies par

Hκ′κ ≡< ϕκ′|ĥ|ϕκ >= H∗
κκ′ (5.47)

Sκ′κ ≡< ϕκ′|ϕκ >= S∗κκ′ . (5.48)
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On peutécrire le syst̀eme d’́equations (5.46) sous la forme matricielle

(H11 − ε) (H12 − εS12) (H13 − εS13) · · · (H1N − εS1N )
(H21 − εS21) (H22 − ε) (H23 − εS23) · · · (H2N − εS2N )
(H31 − εS31) (H32 − εS32) (H33 − ε) · · · (H3N − εS3N)

...
...

...
(HN1 − εSN1) (HN2 − εSN2) (HN3 − εSN3) · · · (HNN − ε)





c1
c2
c3
...
cN

 =



0
0
0
...
0

 .

d’où l’on voit que le syst̀eme ne peut posséder de solutions non triviales que si l’équation
séculaire∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(H11 − ε) (H12 − εS12) (H13 − εS13) · · · (H1N − εS1N )
(H21 − εS21) (H22 − ε) (H23 − εS23) · · · (H2N − εS2N )
(H31 − εS31) (H32 − εS32) (H33 − ε) · · · (H3N − εS3N)

...
...

...
(HN1 − εSN1) (HN2 − εSN2) (HN3 − εSN3) · · · (HNN − ε)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (5.49)

est satisfaite. C’est unéequation alǵebrique de degréN en ε, dont lesN racines ŕeelles
donnent l’́energie deN orbitales moĺeculaires. On voit donc que la combinaison linéaire
deN OA donne ńecessairementN OM. C’est une des règles que l’on doit respecter dans
tout d́eveloppement LCAO.

De la structure math́ematique deśequations matricielles que l’on vient d’obtenir pour ce cas
géńeral, se d́egagent un nombre de règles simples gouvernant tout développement LCAO :

1. Le mélange den orbitales atomiques donnen orbitales moĺeculaires.

2. Deux orbitales atomiquesϕκ et ϕκ′ ne se combinent (ne se mélangent) de façon
appŕeciable que si

(a) elles se recouvrent bien (dépendence sur les facteursSκ′,κ etHκ′,κ ∝ Sκ′,κ)

(b) elles sont proches eńenergie (comparaison entre les termes d’interactionHκ′,κ

et lesénergies atomiquesHκ,κ)

Plus ces deux facteurs sont importants, mieux se ferait le mélange

3. La syḿetrie du syst̀eme peut́eventuellement imposer certaines formes de combinai-
sons lińeaires des orbitales atomiques ; ces combinaisons linéaires sont dites adaptées
à la syḿetrie. Par exemple, dans le cas d’une molécule diatomique homonucléaire
commeH+

2 , tous les orbitalesσg, σu, etc, d́ecrites pŕećedemment sont adaptéesà la
symétrie de cette molécule.

4. Le nombre de noeuds dans une OM augmente avec l’énergie orbitalaire.
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5.4 Études de moĺecules sṕecifiques

5.4.1 H+
2 et molécules diatomiquesA2

À l’ état fondamental, l’électron unique deH+
2 occupe une OM qui devrait se corréler

asymptotiquement̀a l’orbitale atomique1s d’un atome d’hydrog̀ene isoĺe (infinimentéloigńe
d’un proton nu). On s’attend doncà ce que cette OM soit assez bien décrite par la conbinai-
son lińeaire de deux orbitales1s centŕees chacune sur un noyau. Ceci correspondà poser
ϕa(b) = 1sa(b) dans (5.16). On obtient alors ce qui est appelé la description deH+

2 en base
minimale. Dans ce cas, les intégralesHaa, Hab, Sab > 0 peuvent s’́evaluer analytiquement.
Les figures 5.3, 5.4 et 5.5 montre le comportement de ces intégrales vues comme fonctions
de la distance internucléaireR.

FIG. 5.3 –IntégraleHaa (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schéma LCAO impliquant
l’orbitale atomique1s centŕee sur l’une ou l’autre proton deH+

2 .

FIG. 5.4 –IntégraleHab (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schéma LCAO impliquant
l’orbitale atomique1s centŕee sur l’une ou l’autre proton deH+

2 .
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FIG. 5.5 – Intégrale de recouvrementSaa (en u.a.) en fonction de R(u.a) pour le schéma
LCAO impliquant l’orbitale atomique1s centŕee sur l’une ou l’autre proton deH+

2 .

FIG. 5.6 – Fonctions d’́energie potentielle (en u.a.)U+, (trait plein), etU−, (tirets), en
fonction de R(u.a). Ces courbes d’énergie potentielle sont associées aux́etats1σg et 1σu

obtenus dans un traitement LCAO en base minimale deH+
2 .

La figure 5.6 montre les courbes d’énergie potentielle pour les deux premiersétats deH+
2 ,

c.à d. le graphe des fonctions

U+(R) = ε+(R) +
e2

R
(5.50)

U−(R) = ε−(R) +
e2

R
(5.51)

où ε± donńees par (5.28) et (5.29) sont lesénergies purementélectroniques des deuxétats
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(orbitales)1σg et1σu, définis par

1σg =
1√

2(1 + Sab)
(1sa + 1sb) (5.52)

1σu =
1√

2(1− Sab)
(1sa − 1sb) (5.53)

(on vérifiera le bien-fond́e de l’appelation donńee de ces deux orbitales). L’orbitale1σg est
la premìere OM du typeσg : elle est obtenue par une combinaison liante des OA1sa et
1sb. On la d́esigne encoreσg1s pour cette raison. Pareillement, l’orbitale antiliante1σu est
aussi appeléeσu1s. La figure 5.7 montre une représentation photographique de l’orbitale
1σg accompagńee du profil de cette orbitale le long de l’axe internucléaire. Le caractère
liant de l’orbitale est clairement ressorti sur ces images. De même, on peut clairement voir
le caract̀ere antiliant de l’orbitale1σu repŕesent́ee de la m̂eme façon dans la figure 5.8.

FIG. 5.7 –Repŕesentation photographique de l’orbitale liante1σg accompagńee de son
profil le long de l’axe internucĺeaire.

Par le m̂eme proćed́e, si l’on partait deϕa(b) = 2sa(b) dans (5.16), correspondantà la limite
dissociative òu l’atome d’hydrog̀ene dissocíe serait dans l’́etat2s, on aurait obtenu deux
autres OM : l’une,2σg ouσg2s, est liante ; l’autre,2σu ouσu2s, est antiliante. La figure 5.9
montre l’orbitale liante2σg sous forme photographique et sous forme tridimensionnelle,
cette dernìere servant̀a d́emontrer l’effet de la surface nodale inhérente dans2s sur la
distribution dans l’orbitale moléculaire. La troisìeme paire d’OM du typeσg(u) s’obtient
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FIG. 5.8 – Repŕesentation photographique de l’orbitale antiliante1σu accompagńee de
son profil le long de l’axe internucléaire.

par la combinaison lińeaire des orbitales2pz,a(b) centŕees sur les noyauxA etB. Dans ce
cas, l’orbitale liante, montréeà la figure 5.10, est

3σg ∝ (2pz,a − 2pz,b)

tandis que la combinaison linéaire avec la m̂eme phase entre les deux2pz,a(b) est antiliante.
Notons que la distinction2s vs. 2p dans le cas deH+

2 n’a pas beaucoup de sens. Ces
orbitales atomiques ont en effet la mêmeénergie, et sont donc susceptibles de se combiner
fortement. Ńeanmoins, la discussion présente offre un intér̂et dans la mesure où elle est
pertinente pour la compréhension des OM d’une molécule diatomique homonucléaire du
typeA2.
Finalement, si l’on partait deϕa(b) = 2px,a(b) (ouϕa(b) = 2py,a(b)) dans (5.16), on obtien-
drait
– Orbitale liante, (figure 5.11)

1πx,u ∝ (2px,a + 2px,b)

– Orbitale antiliante, (figure 5.12)

1πx,g ∝ (2px,a − 2px,b)

Notons que les deux niveaux orbitalaires associésà ces OM sont doublement déǵeńeŕes.
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FIG. 5.9 –Repŕesentation photographique de l’orbitale antiliante2σg accompagńee d’une
représentation 3D de l’orbitale vue dans un plan contenant l’axe internucléaire.

5.4.2 Le fluorure d’hydrogène,HF

Les dix électrons de la molécule HF nous obligent̀a construire au moins cinq orbitales
moléculaires pour les d́ecrire. Dans la description la plus simple, utilisant une base d’or-
bitales atomiques appeléebase minimale3 , on ne retiendrait que les orbitales atomiques
suivantes
– l’orbitale 1s pour l’hydrog̀ene,
– les orbitales1s, 2s, 2px, 2py et2pz pour le fluor.
Les combinaisons lińeaires d’orbitales atomiques centrées sur les deux atomes font donc
appelà l’orbitale1s de l’hydrog̀ene. Si l’on d́efinit l’axez commeétant l’axe internucĺeaire
de la moĺecule, alorsS1s,2px(y)

est nulle, et les orbitales2px(y) du fluor ne se ḿelangerait
jamais avec l’orbitale1s de l’hydrog̀ene. Elles resteront inchangées, et deviennent des or-
bitales moĺeculaires ditesnon-liantes. Il reste donc pour le fluor trois orbitales susceptibles

3Dans les calculs de chimie quantique, on définit une base minimale, pour une molécule donńee, comme
étant celle constitúee de toutes les OA des couches occuppées dans la configuration de l’état fondamental
atomique des atomes constituant la molécule.
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FIG. 5.10 – Repŕesentation photographique de l’orbitale antiliante3σg accompagńee
d’une repŕesentation 3D de l’orbitale vue dans un plan contenant l’axe internucléaire.

FIG. 5.11 –Repŕesentation photographique de l’orbitale liante1πx,u.

de se combiner avec l’orbitale1s de l’hydrog̀ene, soit les orbitales1s, 2s et2pz. Examinons
leur énergie en comparaison avec l’énergie de l’orbitale1s de l’hydrog̀ene (−0, 5 u.a.) ; on
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FIG. 5.12 –Repŕesentation photographique de l’orbitale antiliante1πx,g accompagńee
d’une repŕesentation 3D de l’orbitale vue dans un plan contenant l’axe internucléaire.

estime que
– ε1s(F ) ' −37, 8 u.a.,
– ε2s(F ) ' −1, 44 u.a.,
– ε2p(F ) ' −0.68 u.a.
À cause de sa dispositiońenerǵetique bien plus profonde, l’orbitale1s du fluor ne se
mélangerait pratiquement pas avec l’orbitale1s de l’hydrog̀ene. M̂eme l’orbitale2s du
fluor ne se ḿelangerait que faiblement avec l’orbitale1s de l’hydrog̀ene. Il ne reste donc
que l’orbitale2pz(F ) qui peut se combiner de façon appréciable avec l’orbitale1s de l’hy-
drog̀ene. On peut donćetablir que, qualitativement, les six premières orbitales moléculaires
de HF seront, dans l’ordre d’énergie croissante :
– ψ1 ' 1s(F ) avecε1 ' ε1s(F ), orbitalenon-liante,
– ψ2 ' 2s(F ) avecε2 ' ε2s(F ), orbitalenon-liante,
– ψ3 ' 1s(H) + t2pz(F ), t < 1, avecε3 < ε2p(F ), orbitaleliante,
– ψ4 = 2px(F ), ψ5 = 2py(F ), avecε4 = ε5 = ε2p(F ), niveau doublement déǵeńeŕe. Ce

sont des orbitalesnon-liantes,
– ψ6 ' r1s(H) + 2pz(F ), r < 1, avecε6 > ε2p(F ), orbitaleanti-liante.
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La figure 5.13 illustre ces résultats sous forme d’un diagramme de corrélation de niveaux
d’énergie.
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FIG. 5.13 –Diagramme de corŕelation des niveaux d’énergie atomiques et moléculaires de
HF

5.4.3 Les moĺeculesH2O etBeH2

Le cas deH2O

On consid́erera ici cette molécule plane dans le système de coordonńees de la figure 5.14,
où tous les noyaux se trouvent dans le plan xz, et l’axe de symétrie du syst̀eme coincide
avec l’axe des z. La base minimale des orbitales atomiques est constituée
– des orbitales1s(Hi), i = 1, 2, des deux hydrog̀enes,
– des orbitales1s(O), 2s(O), 2p(O) pour l’oxygène.
Comme dans le cas préćedent on s’attend̀a ce que l’orbitale1s(O) reste pratiquement in-
chanǵee, et devienne simplement une orbitale de coeur non-liante de la molécule. L’orbitale
2py(O) de l’oxygène ne se recouvrant pas avec les orbitales1s(Hi), elle devient aussi une
orbitale non-liante. Seules les orbitales2s(O), 2pz(O) et2px(O) peuvent se combiner avec
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FIG. 5.14 –Syst̀eme de coordonńees utiliśe dans la d́efinition des orbitales atomiques de
H2O

les deux1s(Hi). La syḿetrie du syst̀eme impose le remplacement de ces deux orbitales
hydroǵenöıdes par les combinaisons linéaires adaptéesà la syḿetrie suivantes :

ϕ1 =
1√
2

[1s(H1) + 1s(H2)] ,

ϕ2 =
1√
2

[1s(H1)− 1s(H2)] .

De ces deux fonctionsϕ1 est de m̂eme type de syḿetrie (type ditea1) que2s(O) et2pz(O).
Ces trois fonctions se combinent pour donner trois orbitales moléculaires du typea1

ψa1 ≡ c12s(O) + c22pz(O) + c3ϕ1.

En supposantc1 > 0, la premìere orbitalea1 est caract́eriśee parc2 < 0 etc3 > 0. C’est une
orbitale fortement liante, et sońenergie est telle qu’elle est la plus profonde des orbitales
moléculaires de valence considéŕees. L’orbitalea1 de plus hautéenergie est caractériśee
parc2 < 0 et c3 < 0. Elle est fortement antiliante. La dernière orbitale du typea1 est non-
liante ; son occupation complète, avec celle de l’orbitale non-liante2py, permet d’́ecrire la
molécule avec deux paires d’électrons ’libres’.
La deuxìeme combinaisons lińeaires des orbitales1s hydroǵenöıdes,ϕ2, est de m̂eme
symétrie que2px(O) (symétrieb2) ; leur combinaison lińeaire donne deux orbitales moléculaires
du typeb2

ψb2 = c42px(O) + c5ϕ2,

dont l’une est liante, l’autre antiliante.
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La figure 5.15 montre les niveaux d’énergies orbitalaires deH2O, ainsi que leur sch́ema
d’occupation par leśelectrons de valence de la molécule. On y trouve aussi, pour fins de
comparaison, les niveaux des orbitales correspondantes pour la molécule lińeaireBeH2 qui
compte quatréelectrons de moins queH2O.

Le cas deBeH2

Pour ce cas, il suffit de remplacer les orbitales de l’oxygène du cas préćedent par celles de
Be. La base minimale est donc constituée
– des orbitales1s(Hi), i = 1, 2, des deux hydrog̀enes,
– des orbitales1s(Be), 2s(Be), 2p(Be) pour l’oxygène.
Encore une fois1s(Be) reste une orbitale de coeur tandis que, compte tenu de la linéarit́e
deBeH2, les orbitales de valence seront formées par combinaison deϕ1 avec2s(Be) et de
ϕ2 avec2pz(Be), Les orbitales2px(y)(Be) resteront inchanǵees et sont des OM non-liantes.
On a donc :
– orbitale1σg(u) (anti)liante :

1σg = 2s(Be)± cϕ1

– orbitale2σg(u) (anti)liante :

1σg = 2pz(Be)± cϕ2

– orbitalesπ, nonliantes, les2px(y)(Be).
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FIG. 5.15 –Niveaux d’́energies orbitalaires deH2O, ainsi que leur sch́ema d’occupation
par les électrons de valence de la molécule. On montre aussi, en tirets, les niveaux des
orbitales correspondantes pourBeH2
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5.5 Exercices

1. On a vu que, pour une molécule diatomique du typeX2, la combinaison lińeaire de
2 OA ϕa, ϕb d’un type donńe centŕees sur les 2 atomesXa, Xb donne 2 orbitales
moĺeculaires, dont l’une est liante, l’autre antiliante.
Soitϕ, l’orbitale 2pz, où z est la direction de l’axe internucléaire.

(a) Quel est le signe de l’intégrale de recouvrementSab dans ce cas ?

(b) Identifiez l’orbitale liante dans ce cas. Justifiez votre réponse.

2. Consid́erons la moĺeculeLiH, un syst̀eme de 4́electrons

(a) Construisez la base minimale pour ce système.

(b) Esquissez qualitativement la composition des trois premières orbitales moléculaires
de ce syst̀eme. Identifiez-les en terme de leur caractère liant, antiliant ou non-
liant.

3. En utilisant l’expression des orbitales atomiques de l’atome d’hydrogène (voir Ch.
3), v́erifiez que les orbitalesnσg(u, définiesà la section 5.4.1 pourH+

2 , sont fonctions
propres dêlz = (h̄/i)∂/∂ϕ avec valeur propre0 h̄4.

4. En utilisant l’expression des orbitales atomiques de l’atome d’hydrogène (voir Ch.
3), v́erifiez que les orbitales suivantes

π± ∝ (2p±,a + 2p±,b)

deH+
2 , sont fonctions propres dêlz = (h̄/i)∂/∂ϕ avec valeur propre± h̄.

La fonction correspondante obtenue en prenant la même combinaison lińeaire de2px

est-elle une fonction propre dêlz ?

5. (*) On consid̀ere dans ce problème un d́eveloppement LCAÒa 3 OA,

ψ = c1ϕ1 + c2ϕ2 + c3ϕ3.

On supposera que les intégralesHij et Sij sont ŕeelles et que celles connectant les
OAϕ1 etϕ3 sont nulles, c.̀a.d. :

H13 = 0 = H31, S13 = 0 = S31.

Ceci correspond̀a la situation d’interaction

ϕ1 ←→ ϕ2 ←→ ϕ3

4Voir figure 5.1 pour la d́efinition de l’angleϕ en coordonńee elliptique ; il est confondu avec l’angleϕ
en coordonńee polaire, si l’on prend comme axe polaire (z), l’axe joignant les deux noyaux.
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où ϕ2 est une OA de pont entreϕ1 etϕ2.

Pour simplifier davantage l’écriture deséquations, on introduira la notation sui-
vante :

Wij = Hij − ESij

Cette quantit́e d́epend deE. On supposera que cette dépendance est faible dans ce
qui suit.

(a) Réarrangez la première et la dernìere deséquations du système lińeaire (eq.
(5.46) avecN = 3) gouvernant les coefficientsci pour exprimerc1 et c3 en
termes dec2.

(b) Substituez les expressions obtenuesà la question pŕećedente dans l’́equation
restante du système lińeaire pour obtenir unéequation effective pourc2. Vérifiez
qu’elle est de la forme

(λ(E)− E)c2 = 0 (5.54)

avec

λ(E) = H22 +
W12

(H11 − E)
+

W13

(H33 − E)
(5.55)

(c) Montrez que l’́equation śeculaire du probl̀emeéquivautà

λ(E)− E = 0 (5.56)

On peut donc la ŕesoudre graphiquement en cherchant les lieux d’intersection
du graphique de la fonctionλ(E) et de la droitef(E) = E.

(d) En utilisant la ḿethode graphiquéevoqúeeà la question pŕećedente, discutez
comment les 3 solutions de l’équation śeculaire se disposent par rapport aux
énergies atomiquesε0k ≡ Hkk, k = 1, 2, 3, dans les 2 cas suivants :

i. ε01 < ε02 < ε03

ii. ε01 < ε03 < ε02

(e) En utilisant les ŕesultats de la question 5a, décrivez qualitativement, pour les
cas 5(d)i et 5(d)ii de la question 5d, la composition des OM obtenues dans ce
sch́ema LCAOà 3 AO. V́erifiez la r̀egle LCAO suivante :

”Le nombre de noeuds dans une OM augmente avec sonénergie.”

6. On a estiḿe, à partir du diagramme de niveaux d’énergie orbitalaire des atomes en
fonction deZ, l’ énergie des orbitales atomiques de valence deLi et deF (les OA1s
sont bien plus profondes, et ne contribuent pasà la liaison dansLiF )
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2s 2p
F −2, 8 Ry −1, 4 Ry
Li −0, 5 Ry −0, 3 Ry

TAB . 5.2 –

(a) Calculez la charge nucléaire effectiveZeff pour unélectron-test dans chacune
de ces orbitales atomiques, et de là, en ulilisant la formule

< r >nl=
a0

2Zeff

[3n2 − l(l + 1)]

calculez le rayon moyen de ces OA en les supposant hydrogénöıdes.

(b) Les rayons moyens ainsi calculés nous donne une idée de la grandeur relative
des int́egrales de recouvrementSab, où ’a’ représente une OA deLi, ’b’ une OA
deF .
Pour unR fixé, on aétabli l’ordre suivant (l’axez est l’axe internucĺeaire)

| S2sLi,2sF
|≥| S2sLi,2pz,F

|>| S2pLi,2sF
|≥| S2pz,Li,2pz,F

|

Cet ordre est-il raisonnable selon vous ?

(c) En vous basant sur les informations des questions préćedentes, tentez de construire
un diagramme de corrélation pour la formation des sept premières orbitales
moĺeculairesψi, i = 1 − 7, deLiF à partir des OA. Indiquez les interactions
fortes des OA en traits pleins, les interactions faibles en traits pointillés. En
négligeant les interactions faibles, esquissez la composition des OMψi, i =
1 − 7, deLiF . (Au besoin, utilisez les résultats du probl̀eme 5 ci-haut pour
l’interaction de 3 OA).

7. L’ion OH− est isóelectroniquèaHF . On a propośe que la structuréelectronique de
cet ion peut se d́ecrire comme celle deHF , simplement en remplaçantF parO−.

(a) En utilisant leśenergies suivantes des OA deF :

2s 2p
F −2, 8 Ry −1, 4 Ry

TAB . 5.3 –

et en supposant que ces OA sont hydrogénöıdes, estimez le déplacement des
deux niveaux2s et2p quand l’on passe deF àO−.
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OM (σg1s)H (σg1s)C (σg2s)C (σg2p)C εOM/u.a.
1σg -0,0033 0,7067 0,0098 -0,0007 -11,406
2σg 0,1033 -0,0702 0,4557 0,1850 -1,041
3σg -0,3109 -0,0202 -0,0942 0,4761 -0,683
4σg 1,0594 -0,1157 -0,8059 0,7016 0,484

OM (σu1s)H (σu1s)C (σu2s)C (σu2p)C εOM/u.a.
1σu -0,0031 0,7091 0,0188 -0,0042 -11,397
2σu 0,2957 -0,0411 0,3159 -0,3139 -0,776
3σu -0,9259 0,1220 1,1522 -0,1334 0,353
4σu 0,5989 0,2309 1,2970 1,6753 1,195

OM (πu2p)C (πg2p)C εOM/u.a.
πu 0,6071 -0,441
πg 0,8814 0,251

TAB . 5.4 – Composition LCAO des OM deC2H2

(b) Discutez les conséquences que peut avoir ce déplacement des niveaux d’énergie
de valence de l’́elément lourd (X passe deX = F àX = O−) sur la compo-
sition des OM deHX à une ǵeoḿetrie nucĺeaire fix́ee.(Au besoin, utilisez les
résultats du probl̀eme 5 ci-haut pour l’interaction de 3 OA).

8. Les orbitales moĺeculaires de l’aćetyl̀ene ont́et́e obtenues dans un calcul ab-initio au
niveau SCF-Hartree-Fock avec une base minimale. On a trouvé commode de définir
les combinaisons lińeaires de syḿetrie suivantes des OA :

(σg[u]1s)H = 1sH1 ± 1sH2

(σg[u]1s)C = 1sC1 ± 1sC2 , (σg[u]2s)C = 2sC1 ± 2sC2

(σu[g]2p)C = 2pzC1 ± 2pzC2 , (πu[g]2p)C = 2px(y)C1 ± 2px(y)C2

en termes desquelles, les OM obtenues sont présent́ees au tableau 5.4

(a) OM canoniques

i. Justifiez l’appellation de ces combinaisons de symétrie, ainsi que celle des
OM du tableau 5.4.

ii. Vérifiez que les r̀egles de d́eveloppements LCAO sont bien respectées.
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iii. Écrivez la configuration de l’état fondamental de l’aćetyl̀ene en tenant
compte de l’ordréenerǵetique des OMs tel que présent́e dans ce tableau.

iv. En vous basant sur l’analyse des propriét́es nodales des OM, tentez de les
classifier selon leur caractère liant, non-liant ou antiliant par rapport aux
liaisonsC −H etC − C.

(b) OM localiséesIl est utile d’introduire, pour chaque carbone, les orbitales ato-
miques diteshybrides sp suivantes :

sp±,C =
1√
2
(2sC ± 2pzC)

et de d́efinir, en termes de ces OA hybrides, les 4 combinaisons de symétrie

sp+
g = sp+,C1 + sp−,C2 =

1√
2
{(σg2s)C + (σg2p)C}

sp−g = sp−,C1 + sp+,C2 =
1√
2
{(σg2s)C − (σg2p)C}

sp+
u = sp+,C1 − sp−,C2 =

1√
2
{(σu2s)C + (σu2p)C}

sp−u = sp−,C1 − sp+,C2 =
1√
2
{(σu2s)C − (σu2p)C}

i. Esquissez par un schéma la forme des 4 combinaisons linéairessp±g[u].
Vérifiez que par rapport̀aC − O, sp+

g est liante,sp+
u est antiliante tandis

que lessp−g[u] sont pratiquement non-liantes.

ii. Ré-exprimez les orbitales2σg, 3σg et 2σu du tableau 5.4 en termes des
sp±g[u] et des combinaisons de symétrie (σg[u]1s)H . Notez que l’analyse du
caract̀ere de ces trois OM par rapport aux différentes liaisons devient bien
plus transparente dans cette nouvelle représentation.

9. Méthode de Ḧuckel

Pour d́ecrire lesélectrons dans un système (lińeaire ou cyclique) de liaisonsπ conjugúees
comportant N centres C

> C1 = C2 − C3 = C4 − C5 = − = −.... = CN <
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on forme des combinaisons linéaires de N orbitales atomiques2pzk, chacune centŕee
sur un noyau de carboneCk :

ϕ =
N∑

i=1

ci(2pzi) (5.57)

et l’on suppose que, dans la base{2pzi | i = 1, 2, 3, ...N}, l’Hamiltonien monóelectronique
effectifĥ a deséléments de matrices suivants

Hkl =< 2pzk|ĥ|2pzl >=


α < 0 si k = l

β < 0 si k = l ± 1
0 tout autre cas

(5.58)

De plus, on ignore le recouvrement d’orbitales atomiques centrées sur des centres
différents, c.̀a.d. l’on écrit Skl = δkl (= 1 si k = l, 0 sinon).

(a) Ethyl ène, N=2Consid́erons d’abord la moĺecule d’́ethyl̀ene.

i. Construisez le système d’́equations gouvernant les coefficientsci du d́eveloppement
(1). écrivez ensuite l’́equation śeculaire pour ce système, en terme dex =
(α− E)/β.

ii. Solutionnez l’́equation śeculaire, et le système d’́equations gouvernant les
coefficientsci.

iii. Décrivez la nature (liante ou antiliante) de deux orbitales engendrées.

iv. En respectant le principe de Pauli donnez

A. la configuration de l’́etat fondamental de l’éthyl̀ene,

B. l’ énergie totale de cet́etat,

C. la fonction d’onde d́ecrivant cet́etat.

(b) 1,3-butadiene, N=4Avec N = 4, on consid̀ere maintenant le 1,3-butadiène.
Réṕetez leśetapes d́ecrites aux questions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4a-b du problème
préćedent pour ce cas de la molécule de butadiène.
Comparez l’́energie totale obtenue avec l’énergie qu’aurait ce système s’il consis-
tait vraiment de 2 liaisonsπ localisées (2×énergie de l’́etat fondamental de
l’ éthyl̀ene). La diff́erence est appellée ’́energie de d́elocalisation’ : la d́elocalisation
desélectrons tend̀a stabiliser la moĺecule de butadiène par rapport au simple
assemblage de liaisonsπ.
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(c) CyclobutadieneOn consid̀ere maintenant un système cyclique de liaisonsπ,
tel que le cyclobutadiène, un système de 4́electrons.

i. Construisez le système d’́equations lińeaires pour les 4 coefficientsci. écrivez
ensuite l’́equation śeculaire pour ce système en terme dex = (α− E)/β.

ii. Solutionnez l’́equation śeculaire pour obtenir les 4 premiers niveaux d’énergie
orbitalaire de ce système.

iii. Calculez l’́energie de l’́etat fondamental du cyclobutadiène. Comparez-la
à l’ énergie pŕedite pour le système lińeaire 1,3-butadìene. Laquelle des
deux configurations, lińeaire ou cyclique, est plus stable, selon la théorie
de Hückel ?

(d) Radicaux allyle et cycloproṕenyleLes radicaux allyle et cyclopropényle sont
des syst̀emes̀a trois électronsπ délocaliśes sur trois centres. On lesétudiera ici
par la méthode de Ḧuckel . Pour ce faire, ońecrira d’abord, dans les deux cas,
le syst̀eme d’́equations lińeaires gouvernant les coefficientsck du d́eveloppement
LCAO des orbitales moléculaires sur des orbitales atomiques2pzk.

i. Écrivez et solutionnez l’équation śeculaire dans les deux cas. Lequel des
deux radicaux est plus stable dans sonétat fondamental ?

ii. Solutionnez le système d’́equations gouvernant les coefficients LCAOck,
pour obtenir les trois premières orbitales moléculaires norḿees du radi-
cal allyle. On les d́enoteraϕ1, ϕ2 etϕ3 dans l’ordre d’́energie croissante.
Décrivez les propríet́es nodales de ces orbitales moléculaires.

iii. Pour une orbitale moĺeculaire donńee, on d́efinit une indice de liaison entre
2 centres k et l par

Pkl = ck.cl

et l’on convient de qualifier, vis-à-vis de la liaisonCk − Cl, l’orbitale
moĺeculaire de liante siPkl > 0, d’antiliante siPkl < 0 et de nonliante
si Pkl = 0.

En utilisant ces crit̀eres, d́ecrivez le caract̀ere liant, antiliant ou nonliant
des orbitales moléculaires obtenues̀a la question pŕećedente. Obtiendrait-
on la m̂eme classification en se basant sur les propriét́es nodales de ces
orbitales ?

iv. En respectant le principe de Pauli,écrivez la fonction d’onde totale décrivant
l’ état fondamental du cation allyle

> C = CH+ − C <,
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un syst̀emeà deuxélectronsπ.

Données suppĺementaires

(a) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ξa11 ξa12 ξa13 . . .
ξa21 ξa22 ξa21 . . .
ξa31 . . . . .

ξaNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ξN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . .
a21 a22 a21 . . .
a31 . . . . .

aNN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(b) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0
1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = x4 − 3x2 + 1

(c) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 0 1
1 x 1 0
0 1 x 1
1 0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = x2(x2 − 4)

(d) ∣∣∣∣∣∣∣
x 1 0
1 x 1
0 1 x

∣∣∣∣∣∣∣ = x(x2 − 2),

∣∣∣∣∣∣∣
x 1 1
1 x 1
1 1 x

∣∣∣∣∣∣∣ = (x− 1)2(x+ 2)
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